cm ho ps 
4 A. 
43 Le j ¿ A 
A A > a Mi 
IN e. su A ! -e Ae si e LE E ho le 5 ES pan, a 


h - A A PA . 
A 


-E Eos 
>, 
a 





EL Ovo DE LONDRES ES UNA NORIA DE 135 mM 
DE ALTURA QUE TRANSPORTA UN MÁXIMO DE 


mu ar 
E ota Cl O Nn 800 PASAJEROS. (lan Britton/FreeFoto.com.) 


9.1 Cinemática de la rotación: velocidad angular y 





aceleración angular —— 
¿Cuál debe ser el momento de fuerza 






9,2 Energía cinética de rotación necesario para detener la noria de 


93 Cálculo del momento de ¡inercia forma que los pasajeros viajen 10 m 


9,4 La segunda ley de Newton en la rotación e: iii sonic. 
95 Aplicaciones de la segunda ley de Newton a la rotación 


965 Objetos rodantes 





n los capítulos 4 y 5, exploramos las leyes de Newton. En los capítulos 6 y 7, 
examinamos la conservación de la energía, y en el capítulo 8, estudiamos la 
conservación del momento lineal. En esos capítulos hemos descubierto he- 
rramientas (leyes y teoremas) que resultan útiles para analizar nuevas situa- 
ciones y resolver problemas nuevos. A continuación, utilizaremos estas 
herramientas a medida que exploremos el movimiento de rotación. 

El movimiento de rotación está presente en todas partes. La Tierra gira alrede- 
dor de su eje. Las ruedas, los engranajes, las hélices, los motores, el eje de transmi- 
sión de un coche, los discos compactos, los patinadores sobre hielo cuando realizan 
sus piruetas, todo gira. 


En este capítulo, vamos a considerar la rotación alrededor de un eje fijo en 
el espacio, como en el caso de un carrusel, o alrededor de un eje que se 
mueve paralelamente a sí mismo, como en el caso de una bola que rueda 
sobre una superficie. Otros ejemplos más generales del movimiento de ro- 
tación se analizarán en el capítulo 10. 
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"NN CINEMÁTICA DE LA ROTACIÓN: VELOCIDAD 
ANGULAR Y ACELERACIÓN ANGULAR 





Cada punto de un cuerpo que gira respecto de un eje fijo se mueve en un círculo 
cuyo centro está en el eje de rotación y cuyo radio es la distancia de este punto al 
eje de rotación. Cualquier línea trazada a partir de este eje que lo una con cualquier 
punto en rotación, barre el mismo ángulo en el mismo tiempo. Imaginemos un 
disco que gira alrededor de un eje fijo perpendicular a su superficie y que pasa por 
su centro (figura 9.1). Sea r, la distancia desde el centro del disco a la partícula i (fi- 
gura 9.2), y sea 0, el ángulo medido en el sentido contrario al de la rotación de las 
agujas del reloj entre la línea radial que une la partícula con el eje de rotación y una 
línea de referencia fija en el espacio. Cuando el disco gira un ángulo d6, la partícula 
se mueve un arco circular de longitud ds,, de tal manera que se cumple 


ds, = r, d6 91 


donde dd se mide en radianes. Si el sentido positivo se define como el sentido 
opuesto al avance de las agujas de un reloj, entonces d8, 0. y ds,, mostrados en la fi- 
gura 9.2, son todos positivos (si por el contrario, el sentido positivo es el del avance 
de las agujas del reloj, entonces todos son negativos). El ángulo 6,, la longitud ds, y 
la distancia r, varían de una partícula a otra, pero el cociente ds,/r,, ángulo llamado 
desplazamiento angular d0, es el mismo para todas las partículas del disco. Para 
una revolución completa, la longitud del arco s, es 27rr, y el desplazamiento angu- 
lar A9 es 


E Zar, 
AB = — = ; = 27 rad = 360* = l rev 


i i 





La variación del ángulo respecto al tiempo es la misma para todas las partícu- 
las del disco y se denomina velocidad angular w del disco. La velocidad angular 
instantánea w es un desplazamiento angular de corta duración dividido por el 
tiempo. Es decir, 


de 


E En 
dt ú 


DEFINICIÓN: VELOCIDAD ANGULAR 


00 


de forma que w es positiva si 46 es positivo y w es negativa si d9 es negativo. Todos 
los puntos del disco describen el mismo desplazamiento angular durante el mismo 
intervalo de tiempo, de forma que todos tendrán la misma velocidad angular. 
Como el radián es una unidad adimensional, las dimensiones de la velocidad an- 
gular son las de la inversa del tiempo, [T]”*. Frecuentemente, la rotación se des- 
cribe mediante revoluciones por minuto (rev/'min o rpm). Para convertir entre sí 
revoluciones, radianes y grados, basta recordar que 


lrev = 2rrad = 360* 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.1 


Un disco CD-ROM está girando a 3000 revoluciones por minuto. ¿Cuál es la velocidad 
angular en radianes por segundo? 





La aceleración angular es el ritmo de cambio de la velocidad angular. Si el ritmo de 
rotación de un cuerpo crece, la velocidad angular |e| crece. (Si |w| crece y la velo- 
cidad angular w va en el sentido de giro de las agujas del reloj, Aw también irá en 
el sentido de giro de las agujas del reloj.) El vector aceleración angular media 


_ Ao 


ma 9.3 
mí At 


DEFINICIÓN: ACELERACIÓN ANGULAR MEDIA 











FIGURA 9.1 





FIGURA 9.2 





(Ered Habegger/Grant Heilman Photography, Inc.) 


| Ejemplo 91 Un reproductor de CD 
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va siempre en la misma dirección que Aow. Si la tasa de rotación decrece, entonces 
tanto Áw como a, irán en la dirección contraria a a. 


La variación instantánea de la velocidad angular respecto al tiempo se de- 
nomina aceleración angular a 


_deo_ de 9.4 


de de DEFINICIÓN: ACELERACIÓN ANGULAR 
Las unidades de la aceleración angular son radianes por segundo al cuadrado 
(rad /s”). La aceleración angular es positiva si la velocidad angular w crece y nega- 
tiva si w decrece. 

Las tres magnitudes angulares —desplazamiento angular 0, velocidad angular 
w y aceleración angular a«— son análogas a las magnitudes lineales —desplaza- 
miento lineal x, velocidad lineal v, y aceleración lineal a — que vimos al estudiar 
el movimiento unidimensional. Si la aceleración angular a: es constante, podemos 
integrar ambos lados de du = a dt (ecuación 9.4) para determinar 0: 


0 = (y + et q 
ACELERACIÓN ANGULAR CONSTANTE 


donde la constante de integración w, es la velocidad angular inicial. (La ecuación 9.5 
es la ecuación de la cinemática de rotación análoga a la ecuación 0, = D,, + 4,1.) 
Sustituyendo d0 /dt en la ecuación 9.5, obtenemos de = (w, + atldt. Integrando 
ambos lados de esta ecuación, resulta 


A = 0, + (1 + Lar? 0.6 
ACELERACIÓN ANGULAR CONSTANTE 


que es la ecuación análoga rotacional de x = x, + 0,,t + 34,8. De igual modo, eli- 
minando f de las ecuaciones 9.5 y 9.6, se obtiene 


(2 = cu, + 2a(0 — 0.) 97 
ACELERACIÓN ANGULAR CONSTANTE . . 


be bss Li ] Trazas de estrellas en una foto de larga 
Las ecuaciones de cinemática de rotación con aceleración constante tienen la misma exposición del firmamento nocturno. (David 


forma que las de aceleración lineal constante desarrolladas en el capítulo 2. Malin/Anglo-Australian Telescope Board.) 











Un disco compacto gira a partir del reposo a 500 rev 'min en 5,5 s. (a) ¿Cuál es su aceleración 
angular, supuesta constante? (b) ¿Cuántas revoluciones da en 5,5 s? (c) ¿Qué distancia reco- 
rre un punto de la periferia del disco situado a 6 cm del centro durante los 5,5 s que tarda en 
alcanzar las 500 rev fmin? 


PLANTEAMIENTO El apartado (a) es análogo al problema lineal de determinar la acelera- 
ción cuando se conoce el tiempo y la velocidad final. El apartado (b) es análogo a la deter- 
minación del desplazamiento recorrido cuando se conoce el tiempo y la velocidad final. En 
el apartado (c), a diferencia de los apartados (4) y (b), intervienen tanto magnitudes de tras- 
lación (distancia recorrida) como de rotación (desplazamiento angular). Entonces, el apar- 
tado (c) no es análogo al problema unidimensional. 





SOLUCIÓN 


(a) 1. La aceleración angular está relacionada con las velocidades 0 =w 
angulares inicial y final: 


e a 


] 500 revímin 2rrad  1min 
2. Despejar a: a 














E A 
, 5,5 5 lrev 60s 
(b) 1. El desplazamiento angular está relacionado con el tiempo por la 9-08, = 0,t + La = 0 +1(9,52 rad /s2)(5,5 sy 
ecuación 9.6: brad 
1 rev 
2. Convertir radianes en revoluciones: 144 rad X = 22,9 rev = 
27 rad 
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(c) La distancia recorrida As es igual al producto de r por el As = rA0 = (6,0 cmn)(144 rad) = 8,65 m = 
desplazamiento angular: 





COMPROBACIÓN La velocidad angular media en revoluciones por minuto es 
250 rev min. En 5,5 s, el disco compacto gira (250 rev/60 sX(5,5) = 23 rev. 


OBSERVACIÓN Un disco compacto es barrido por un láser que comienza en el radio más 
interno, de unos 2,4 cm, y se mueve hacia afuera hasta alcanzar el borde a 6,0 cm. A medida 
que el láser se mueve de este modo, la velocidad angular del disco disminuye de 
500 rev min a 200 rev / min, con lo cual la velocidad lineal (tangencial) del disco en el punto 
donde incide el rayo láser permanece constante. 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.2 (1) Convertir 500 rev/min a rad /s. (b) Comprobar el resultado 
del apartado (b) del ejemplo utilizando la expresión w? = w; + 2a(9 — 8). 


La velocidad lineal de una partícula sobre el disco es tangente a la trayectoria 
circular de la misma y su módulo es ds,/dt. A partir de las ecuaciones 9.1 y 9.2 
vemos que esta “velocidad tangencial” de la partícula está relacionada con la ve- 
locidad angular del disco por 


ds,  rd0 de 
ds == 
dt 


A 
de modo que 
O. = 10 9.8 


t f 


De igual modo, la aceleración tangencial de una partícula sobre el disco es 


es decir 
= Fa 99 





Cada partícula del disco tiene también una aceleración centrípeta que está diri- 





gida hacia el interior a lo largo de la línea radial, y cuyo módulo es Las ecuaciones en las que aparecen 
tanto magnitudes de traslación 
0 (or como de rotación, tales como las 
A. r o. ecuaciones 9,1, 9.8, 9.9 y 9.10 son 


Í 


válidas sólo si los valores de los 


de modo que ; , : 
ángulos están expresados en radianes. 


ñ 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.3 


Un punto del borde de un disco compacto está a 6,0 cm del eje de rotación. Determinar 
la velocidad tangencial v,, la aceleración tangencial a, y la aceleración centrípeta a, de 
dicho punto cuando el disco gira a la velocidad angular constante de 300 rev min. 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.4 


Hallar la velocidad de traslación de un punto del CD del ejemplo 9.1 en (a) r = 2,4 cm 
cuando el disco gira a 500 rev'min y (b) r = 6 cm cuando el disco gira a 200 rev min. 





ENERGÍA CINÉTICA DE ROTACIÓN 


La energía cinética de un objeto rígido que gira respecto a un eje fijo es la suma de 
la energía cinética de las partículas individuales que colectivamente constituyen el 
objeto. Así, la energía cinética de la partícula i, de masa 1, es 


A. 
K = 32m: 
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Sumando la energía cinética de todas las partículas y te- 
niendo en cuenta que v, = rc, se Obtiene 


K= Y (mo) =3 » (mreo) = (Sm)? 
i J 


La suma del término de la derecha es el momento de iner- 
cia | del objeto respecto del eje de rotación 





= >) mr? 9.11 


DEFINICIÓN: MOMENTO DE INERCIA 





El pulsar del Cangrejo es una de las estrellas de neutrones que gira más 
rápido, aunque continuamente disminuye su velocidad de rotación. Da la 


Por lo tanto, la energía cinética resulta ser impresión de encenderse (izquierda) y apagarse (derecha), de la misma forma 
¿ que la luz de un faro, con la frecuencia de 30 destellos por segundo, aunque 
K = 310" 312 su periodo aumenta con la tasa de cambio de 10" s/año. La pérdida de la 


energía de rotación, que equivale a la potencia emitida por 100000 soles, se 
muestra en forma de la luz emitida por los electrones acelerados en el campo 
magnético del pulsar. (David Malin/ Anglo-Australian Telescope Board.) 


ENERGÍA CINÉTICA DE UN OBJETO EN ROTACIÓN 





Ejemplo 9.2 Sistema de partículas en rotación 
Un objeto consiste en cuatro partículas de masa m unidas mediante varillas ligeras sin masa Eiedorotadión 
que forman un rectángulo de lados 2a y 2b, como se ve en la figura 9.3. El sistema gira alrede- ' 

dor de un eje situado en el plano de la figura, pasando por el centro. (1) Usando las ecuaciones 

9.11 y 9.12, determinar la energía cinética de este objeto. (b) Comprobar el resultado calculando My 


I 
SE A. 
SS Mo 
la energía cinética de cada partícula y sumándola hasta obtener la energía cinética total. 1 





PLANTEAMIENTO Se sabe que el objeto está formado por partículas individuales; por lo 
tanto, se usa primero la ecuación 9.11 para calcular Í y, posteriormente, la ecuación 9.12 para 
el cálculo de K. 





SOLUCIÓN 
(a) 1. Aplicar la definición de momento de inercia a las [= Nim? = 17 + ma + ma + m1 
partículas discretas (ecuación 9.11): 
2. Las masas m, y las distancias r, son conocidas: e ME 
P, = Fa = ly = Ey A 
3. Aplicando estos valores se obtiene el momento de — IT = ma? + ma? + ma? + mal = 4ma? FIGURA 9.3 
mercia: 


. A 4 A os ' 1 E 1 a 
4. Despejar la energía cinética usando la ecuación 9.12: K=>5lw" = >4ma%w? = 


(b) 1. Para determinar la energía cinética de la partícula í, K,= 3m,0? 
primero tenemos que calcular su velocidad: 


2. Las partículas se mueven en círculos de radio a. D=rw=a4w (¡=1,...,4) 
Determinar la velocidad de cada partícula: 

3. Sustituir en el paso 1 del apartado (b): K. = m0? = mau? 

ii A Eje de rotación 


si ) ' DS s Í 
4. Cada partícula tiene la misma energía cinética. ¡=3mM,0% + 23m,0 + 3m,02 +3m,02 Le Ms 
Para obtener la energía cinética total, se suman ] 


. = Amat] = a, 
todas las energías: = 45 matw?) = 2ma%w 


bn 
! 
Lm- 
A 


5. Se compara con el resultado del apartado (a): 





COMPROBACIÓN El hecho de que dos métodos den el mismo resultado es una muestra de 
que el resultado es correcto, 


OBSERVACIÓN El momento de inercia [ es independiente de la longitud b. El momento de 
inercia depende sólo de cómo de separadas del eje están las masas y no de en qué punto se en- 
cuentran a lo largo del eje. 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.5 Determinar el momento de inercia de este sistema si la rotación 
se produce alrededor de un eje paralelo al del ejemplo anterior, pero que pasa a través de dos | 
de las partículas, como se indica en la figura 9.4. FIGURA 9.4 
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'EB] CÁLCULO DEL MOMENTO DE INERCIA 





El momento de inercia es una medida de la resistencia de un objeto a experimen- A 
tar cambios en su movimiento de rotación respecto de un eje. Es el análogo rota- El momento de inercia depende de 
cional de la masa. Cuanto más lejos está la masa del eje, mayor es el momento de la distribución de la ió dentro 
inercia. Así, al contrario que la masa de un objeto, que es una propiedad del mismo el objeto respecto al eje de rotación, 
objeto, su momento de inercia depende de la localización de su eje de rotación así 

como de la distribución de la masa del objeto. 


SISTEMAS DE PARTÍCULAS DISCRETAS 


El momento de inercia respecto a un eje determinado de aquellos sistemas forma- 
dos por partículas discretas puede calcularse directamente mediante la ecuación 
9.11. También podemos utilizar la ecuación 9.11 para obtener valores aproximados 
para el momento de inercia, como veremos en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 9.3 Estimación del momento de inercia 





Estimar el momento de inercia de una varilla uniforme delgada de longitud L y masa M res- 
pecto de un eje perpendicular a la varilla que pasa por uno de sus extremos. Realizar la es- 
timación suponiendo que la varilla está constituida por tres masas puntuales, cada una de 
ellas con un tercio del total de su masa. 


PLANTEAMIENTO Dividir la varilla en tres segmentos idénticos, cada uno de ellos con 
masa 3 M y longitud 3 L, y aproximar cada segmento por una masa puntual localizada en su 


centro de masas. Aplicar I! = 2,1? (ecuación 9.11) para obtener el valor de 1. 


SOLUCIÓN 





1. Dibujar la varilla dividida en tres segmentos y superponer partículas puntuales en sus 
respectivos centros de masa (figura 9.5): 


FIGURA 9.5 


á 


2. Aplicar la ecuación 1] = Xim,r? al sistema aproximado de tres 1]= mr? =009 17 + m,55 + m5 
partículas: 
3. La masa de cada partícula es 3M, y las distancias de cada I= EMGLF + EMEÉL?P+ GM e LF 
una de ellas respecto al ejesoniL,¿L, y ¿L: E 
P ] ció mM UEZ) : 35 


3 67 


COMPROBACIÓN El valor exacto del momento de inercia de la varilla respecto a ese eje es 
¿MI? (ver ejemplo 9.4). Un tercio es igual a 36/108, así que nuestro resultado difiere en sólo 
un 1% del exacto. 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.6 La contribución al momento de inercia del tercio de varilla más 
alejado del eje es mayor que la contribución del tercio más cercano. ¿Cuántas veces mayor? 


SISTEMAS CONTINUOS 


Para calcular el momento de inercia en sistemas continuos, imaginemos que un ob- 
jeto consiste en un continuo de elementos de masa muy pequeños. Así, la suma fi- 
nita 2m,r? de la ecuación 9.11 se transforma en la integral 


] = [rán 9.13 
donde r es la distancia al eje de rotación del elemento de masa dm. Para resolver 


esta integral, primero expresamos dm como una densidad por un elemento de lon- 
gitud, área o volumen, como se realiza en los siguientes ejemplos. 
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Ejemplo 9.4 Momento de inercia de una barra uniforme 





Determinar el momento de inercia de una barra uniforme de longitud L y masa M al- YI 
rededor de un eje perpendicular a la barra que pasa por uno de sus extremos. 


PLANTEAMIENTO Utilizar ] = fr2dm (ecuación 9.13) para calcular el momento de iner- 
cia respecto al eje especificado. Supongamos que la barra está orientada según el eje x con 
su extremo en el origen. Como la masa total M está uniformemente distribuida a lo largo 
de la longitud L, la masa por unidad de longitud (densidad de masa lineal) es A = M/L. 


SOLUCIÓN 

1. Hacer un dibujo donde se muestre la barra a lo largo del eje +x con un extremo 
en el origen. Para calcular | respecto del eje y, escogemos un elemento diferencial 
de masa a una distancia x del eje y: 





2. El momento de inercia viene dado por la integral: [ = E dm FIGURA 9.6 
| M 
3. Para calcular la integral, relacionar primero du con dx. Escribir dm = Adx = qe 
dm en función de la densidad A y dx: | 
Lom M fe 
4. Sustituir y realizar la integración. Se eligen los límites de I = pa dm = | x2—dx = | x? dx 
E ze AER A L Jo 
integración de tal forma que dm recorre la distribución de masa 
en la dirección creciente de x: NEL. 3 HE 1 
= — —y? = —— == — MI? 
ES da LW 3 








COMPROBACIÓN Este resultado es consistente con el resultado que hemos obtenido en el 
ejemplo 9,3, 


OBSERVACIÓN El momento de inercia alrededor del eje z es también 3 ML?, y el corres- 
pondiente al eje x es cero si suponemos que toda la masa está sobre el eje x. 


Mediante el uso de la ecuación 9,13 se puede calcular [| para objetos uniformes 
de formas diversas (véase la tabla 9.1). Algunos de esos cálculos los haremos aquí. 


Tabla 0.1 Momentos de inercia de cuerpos uniformes de formas diversas 









Cilindro hueco de pared Cilindro hueco respecto a un Barra delgada respecto Esfera hueca respecto al 
delgada respecto a su eje diámetro que pasa por su centro aun eje perpendicular diámetro (pared delgada) 
: que pasa por su centro 





_larp2_ P e 1 
I= MR; = MI? 
Cilindro sólido respecto a sueje — Cilindro sólido respecto a un Barra delgada respecto 
diámetro que pasa por su centro aun eje perpendicular 
que pasa por su extremo 
m. ' 


a 
i a | 
A 
a 





I = 1MR?4+ EMP? 
Cilindro hueco de pared gruesa RO I =1 ML2 
respecto a su eje Cilindro hueco de paredes gruesas 
respecto a un diámetro 
que pasa por su centro 


Paralepípedo sólido rectangular 
respecto a un eje que pasa por 
el centro perpendicular a la cara 


i 
Pr, 

F 1 
h 










I= 1M(R2+R2D)+ L MI? 





*Un disco es un cilindro cuya longitud L es despreciable. Poniendo L = 0, las fórmulas anteriores para ciindros sirven para los discos. 
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* Anillos respecto a un eje perpendicular que pasa por su centro Conside- 
remos un anillo de masa M y radio R (figura 9.7). El eje de rotación es el eje de si- 
metría del anillo, perpendicular al plano del mismo, que atraviesa su centro. Toda la 
masa se encuentra a una distancia r = R y el momento de inercia es 


Ns pr dm = (re dm = R? [an = MR? 





* Disco uniforme respecto a un eje perpendicular que pasa por su centro 
En el caso de un disco uniforme de masa M y radio R es lógico que 1 deba ser 
menor que MR?, ya que, a diferencia del anillo, prácticamente toda la masa está 
más cerca del eje que una distancia R. En la figura 9.8, cada elemento de masa es 
un anillo de radio r y espesor dr. El momento de inercia de cualquiera de estos ele- 
mentos de masa es 1? dm. Como el disco es uniforme, la masa por unidad de área 
ces constante, 1 = M/ A, donde A = TR” es el área del disco. Como el área de cada 
elemento es dÁ = 2 Tr dr, su masa será: 





FIGURA 9.7 


din = odA = A 2mrdr 


Asi, tenemos, 


: A e Mrik 
l= |rdm= | 102rrdr = 270 | "dr = 27 —-— 
0 0 A 4 0 5 nn 





27MR* FM lo 
== APA R+= MR? 
A d 2 TR? 2 








* Cilindro uniforme respecto al eje Consideremos que un cilindro está formado 
por una serie de discos, cada uno de masa dm y momento de inercia d/ = 5(dm)R? 
(figura 9.9). El momento de inercia del cilindro completo es, por lo tanto, 


1 1 4 l: 
f= [James — ¿Re án = ¿MR 


FIGURA 9.8 


donde M es la masa total del cilindro. 






COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 9.1 


Considerar dos discos idénticos uniformes, A y B, de una pulgada de diáme- 
tro. Si se le hace un agujero de 1/4 de pulgada en el centro al disco B, ¿cuál 
de los dos tiene mayor momento de inercia respecto al eje que pasa por el cen- 
tro y es perpendicular al plano del disco? 


COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 9.2 


Considerar dos discos uniformes, Á y B, de una pulgada de diámetro. Los dis- 
cos son idénticos excepto que el B tiene una densidad ligeramente superior a 


la del A, Si se le hace un agujero de 1/4 de pulgada en el centro al disco B, se 
observa que ahora ambos discos tienen la misma masa. ¿Cuál de los dos tiene 
mayor momento de inercia respecto al eje que pasa por el centro y es per- 


pendicular al plano del disco? 





FIGURA 9.9 


O O 
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Cálculo del momento de inercia 


TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS 


Con frecuencia, es posible simplificar el cálculo de los momentos de inercia de di- 
versos cuerpos utilizando el llamado teorema de los ejes paralelos, que relaciona 
el momento de inercia respecto a un eje que pasa por el centro de masas de un ob- 
jeto, con el momento de inercia respecto a otro eje paralelo al primero (figura 9.10). 
Sea | el momento de inercia y sea 1, el momento de inercia respecto a un eje pa- 
ralelo que pasa por el centro de masas de un objeto de masa total M. Entonces, si 
h es la distancia entre ambos ejes, el teorema de los ejes paralelos establece que 
I=],, + MH? 


E 


9.14 
TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS 


El ejemplo 9.2 y el ejercicio siguiente ilustran un caso especial de este teorema con 
h=a,M = 4mel,. = 4ma”. 


Ejemplo 9.5 


Aplicación del teorema de los ejes paralelos 


Una barra uniforme de masa M y longitud L sobre el eje x (figura 9.11) tiene un extremo en 
el origen. Utilizando el teorema de los ejes paralelos, determinar el momento de inercia res- 
pecto del eje y', que es paralelo al eje y y que pasa por el centro de la barra. 


PLANTEAMIENTO Sabemos que I = ¿ML? respecto a un extremo y deseamos hallar Ea 
Utilizaremos el teorema de los ejes paralelos, siendo hh = 3L. 


SOLUCIÓN 


Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 


Pasos Respuestas 
1. Aplicar el teorema de los ejes paralelos expresando l en función ]=],,+ MI 
del. 
em = 


I, + MGLY 


y 


y 


2. Sustituir 3 ML? por 1 ¿Lo Por 1,, y despejar 1. 


COMPROBACIÓN Determinar el momento de inercia mediante integración directa. Este 
cálculo es idéntico al del ejemplo 9.4 excepto que los límites de integración van ahora de —5L 
a +5L. El resultado es 





Mp M1 
EN z Ss A 
] p dm z | e dx 7 e 





“E MER. TP 1 
(la ME 
-1/2 el 8 5 ) L2 


que es el mismo que el resultado del paso 2. 


OBSERVACIÓN Este resultado es el 25% del resultado del ejemplo 9.4, donde la barra uni- 


forme gira alrededor de un eje que pasa por uno de sus extremos. 


DEMOSTRACIÓN DELTEOREMA DE LOS EJES PARALELOS 


Para demostrar el teorema de los ejes paralelos, consideraremos un objeto (figura 
9.12) que está rotando alrededor de un eje fijo que no pasa por su centro de masas. 
La energía cinética K de dicho objeto será 5 /w? (ecuación 9.12), donde I es el mo- 
mento de inercia respecto al eje fijo. Como vimos en el capítulo 8 (ecuación 8.7), la 
energía cinética de un sistema puede escribirse como la suma de su energía ciné- 
tica traslacional (¿Mv?) más la energía relativa a su centro de masas. Para un ob- 
jeto que está rotando, la energía relativa al centro de masas es 31. w?, donde 1, es 
el momento de inercia respecto al eje que pasa por el centro de masas (esto signi- 
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crá 








FIGURA 9.10 Unobjeto gira alrededor 
de un eje paralelo a otro que pasa por el centro 
de masas y está a una distancia h del primero. 


Inténtelo usted mismo 





| 
cm y 





FIGURA 9.11 











FIGURA 9.12 
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fica que es relativo a un sistema de referencia inercial en el cual el centro de masas 
está momentáneamente en reposo). Así, la energía cinética del objeto será 
K=3M0 +31,.0? 


cm 
El centro de masas se mueve a lo largo de una trayectoria circular de radio h de forma 
que .,, = ha. Sustituyendo 3 1w? por K y hw por v,,,, tras simplificar, queda 
310? = 3Mh?w? +31, 02 
Multiplicando ambos lados por 2/w”, se tiene 


] = MH +1 


em 


que completa la demostración del teorema de los ejes paralelos. 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.7 
' Utilizando el teorema de los ejes paralelos demostrar que cuando comparamos los mo- 


mentos de inercia de un objeto respecto a dos ejes paralelos, el momento de inercia es 
menor alrededor del eje más cercano al centro de masas. 





Ejemplo 9.6 Un coche híbrido Póngalo en su contexto 


Supongamos que usted conduce un coche híbrido experimental diseñado para ser utilizado 
en condiciones de tráfico denso en una ciudad. En un coche con frenos convencionales, cada 
vez que se accionan los frenos, la energía cinética del vehículo se disipa en forma de calor. 
En un vehículo híbrido, el mecanismo de freno transforma la energía cinética de traslación 
del movimiento del vehículo en energía de rotación de un volante inercial muy pesado. 
Cuando el coche recupera su velocidad de crucero, esta energía se transfiere de nuevo a ener- 
gía cinética de traslación del vehículo. De hecho, el cilindro, de 100 kg, es un cilindro hueco 
que tiene un diámetro inferior K, de 25 cm, un diámetro exterior R, de 40 cm, y una veloci- 
dad máxima de rotación de 30000 rev min. Una noche oscura y desapacible, el coche agota 
su gasolina a 22,5 km de casa con el volante inercial girando a su velocidad máxima. ¿Tiene 
el vehículo suficiente energía almacenada para que usted y su nerviosa abuela lleguen a 
casa? (Cuando el coche se mueve a la velocidad mínima permitida en la autopista, 60 km/h, 
la resistencia del aire y el rozamiento por rodadura disipan energía a 10 kW.) 


PLANTEAMIENTO La energía cinética se calcula directamente de la expresión K = 51u*. 


SOLUCIÓN 

1. La energía cinética de rotación es: K = 51u? 

2. Calcular el momento de inercia del cilindro hueco utilizando la ] = 3m(R? + R3) = 11,1 kg: m' 
tabla 9.1: 

3. Convertir wen rad /s: w = 30 000 rev min = 3142 rad /s 

4. Aplicar estos valores para obtener la energía cinética: K = 5lu? = 54,9 MJ] 


5. La energía se disipa a 10 kW si se circula a la velocidad de 60km/h. —Ax=vAt, porlotanto, AÁf= 13508 
Para determinar la energía disipada durante los 22,5 km, primero 
tenemos que determinar el tiempo necesario para el viaje: 


6. La energía se disipa a 10 kW durante 1350 s. La energía disipada 13,5 MJ] 
total es: SS 


7. ¿Hay suficiente energía en el cilindro inercial? 54,9 MJ] son aprovechables y 13,5 MJ se disipan. 





COMPROBACIÓN En un galón de gasolina (3,8 L) hay 130 MJ de energía. Si el motor tiene 
una eficiencia del 10%, para mover el vehículo sólo se aprovechan 13 MJ por galón de gaso- 
lina. Por lo tanto, a partir de los datos del ejercicio anterior se deduce que con un galón de 
gasolina se recorren 22,5 km. 





Cálculo del momento de inercia 


El pivote 


Ejemplo 9. 





Una barra delgada y uniforme de longitud L y masa M pivota por uno de sus extremos. Se co- 
loca en posición horizontal y se deja en libertad (figura 9.13). Se supone que no hay rozamiento 
en el pivote. Determinar (4) la velocidad angular de la barra cuando alcanza su posición verti- 
cal, y (b) la fuerza que ejerce el pivote en ese instante. (c) ¿Qué velocidad angular inicial se ne- 
cesita para que la barra alcance la posición vertical al final de su oscilación? 


PLANTEAMIENTO El sistema está formado por todo lo que muestra la figura 9.13 más la 
Tierra. (4) Cuando la barra cae, su energía potencial disminuye y su energía cinética aumenta. 
Como el pivote no ejerce rozamiento, la energía mecánica permanece constante. La velocidad 
angular de la barra se determina a partir de la energía cinética de rotación. (b) Para determinar 
la fuerza sobre el pivote, se aplica la segunda ley de Newton al sistema. (c) Al igual que en el 
apartado (a), la energía mecánica permanece constante, 


SOLUCIÓN 

(a) 1. Dibujar un diagrama de la barra que muestre sus configuraciones inicial y final 
(figura 9.13). Colocar un eje de coordenadas vertical de forma que la dirección hacia 
arriba sea positiva y con el origen en el eje de rotación: 

EF = E FI, 


510? EME 310 + Meg 


ps Y cmi 


Io 


Aplicar la conservación de la energía 
mecánica para relacionar las energías 
mecánicas inicial y final: 


Yo. L 
slut + My) =0+0 





2 
¡MeL 
3. Despejar wy: ), = y r 
4. Obtener I a partir de la tabla 9.1 y sustituiren  J]=3¿ML* portanto, «,= 


el resultado del paso 3: 


(b) 1. Dibujar un diagrama de fuerzas en la barra cuando ésta pasa por la posición vertical 
(véase la figura 9.14): 


2. Aplicar la segunda ley de Newton a la barra oy MA a 
y al pivote. Cuando la barra está en posición 
vertical por debajo del pivote, la aceleración P E 
del centro de masas va en la dirección 
centrípeta (positiva): 


Em 


= 
| 


3. Relacionar la aceleración del centro de masas = ru? 
con la velocidad angular usando 4, = ra*. L3g 3 
Sustituir el resultado del paso 4 del apartado q. = 2 
(a) para w y despejar a.,.: 2L 2 


em 


4. Sustituir en el resultado del apartado 2 del Mg + Mig = 


apartado (b) y calcular F o 


E, = Mg + Ma... = 
(c) 1. La velocidad angular inicial «, está E. = 510? 
C =- 
relacionada con la energía cinética inicial: 
2. Dibujar un diagrama de la barra que muestre las configuraciones inicial y final 
(figura 9.15). Poner un eje de coordenadas vertical con el origen en el eje de rotación 
y la dirección positiva dirigida hacia arriba: 


La 


Aplicar la conservación de la energía 
mecánica para relacionar la energía cinética 
inicial con la posición final: 


K,+U,=K +U, 


oz + MY ui = 51? + Mey 


ETT 


mE 


0 + Mg => lu? +0 


E ¡MgL ¡MgL 
ON TI WNimí2 > 


COMPROBACIÓN No es una coincidencia que las respuestas de los pañados (a) y (c) sean 


4. Despejar la velocidad angular inicial: 





idénticas. La disminución de la energía potencial en el apartado (1) es igual al incremento de 
la energía potencial en el apartado (c). Así, el incremento de la energía cinética del apartado 


(2) es igual a la disminución de la energía cinética en el apartado (c). 





7 
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y El torno y el cubo 


En la cubierta de un pozo hay un torno cuyo tambor tiene de masa m,, y radio R. Prácti- 
camente toda la masa del tambor se concentra a una distancia R del eje. Alrededor del tam- 
bor se enrolla un cable de masa m_ y de longitud L, de donde cuelga un cubo de agua de 
masa m,. Cuando el cubo está arriba, a usted le resbalan las manos y el cubo cae por el pozo, 
desenrollando el cable. ¿A qué velocidad se mueve el cubo cuando ha caído una distancia 
d ld < LY 


PLANTEAMIENTO Cuando el cubo con el agua cae, la energía mecánica del sistema tambor- 
cable-cubo-Tierra permanece constante. Se supone que la energía potencial inicial es cero. 
Cuando el cubo ha caído una distancia d, el centro de masas del cable ha bajado d 2. Y dado que 
la parte del cable que cuelga se mueve con velocidad v y el cable no se deforma, todo el cable 
debe moverse a velocidad v. Determinamos 7 a partir de la conservación de la energía mecánica. 


ES (DD, S, Kerrf Visuals Unlimited.) 





SOLUCIÓN 


1. Dibujar un diagrama del sistema en sus configuraciones inicial y final, 
como se muestra en la figura 9.16. Incluir un eje y con su origen a la 


] : Después 
misma altura del eje del torno: + , 


YA no, 






2. Aplicar el principio de A a A o 0 
conservación de la energía 
a =0'+=490 
mecánica. Ásignar el valor cero de 
energía potencial al instante en el 
que el cubo está a la máxima altura: 


d cme 





3. Escribir una expresión para la LU, = E, + YU, + UU. 
energía potencial total para el E 
instante en que el cubo ha caído una = m,ei-d) + mig >) +0 
distancia d. 5ea m/ la masa de cable 2 


] ] SS : 
que cuelga: — (11m, + 3m/Jgd 


Il 


> e a 
Ki + Ks, + Ke 





4. Expresar la energía cinética total K; 
para el instante en que el cubo está ON Es 
= 32M, 0% + 3M,0% + 53m, 0% 
cayendo con velocidad yv. Todo el ye E MN E 
1 ] Lia 
cable y la masa del torno se mueven =3(m_. + mm, + m, Jo” 
con la misma velocidad v: 





FIGURA 9.16 


5. sustituir en la ecuación de (1,4 ¿med + >(m. + m, + m, Jo? =0 

conservación de la energía (paso 2) Om + med 

a b eL 
y despejar v: por lo tanto, 1 = y AAA 
(mm. +1 + mn.) 
mo mL d 
6. Suponer que el cable es uniforme E = Z => m_= de 
L 


y expresar men función de 212, 
d, y L: 


7. Sustituir el resultado del paso 6 
en el resultado del paso 5: 





NAAA TOA 
V (10h MA mL 


COMPROBACIÓN El resultado del paso 7 tiene las dimensiones correctas de velocidad, ya 
que aceleración por longitud tiene dimensiones de longitud al cuadrado dividido por 
tiempo al cuadrado. 


OBSERVACIÓN Todo el torno se mueve a velocidad v. La energía cinética se puede expre- 
sar entonces como 5,0. Sin embargo, se puede expresar también como ¿1 0, donde 
I, = M,¿R? y e = D/R. Con estas sustituciones, K, =31 0 = 53m, RAvY/R?) = 3m,0?. 
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4 A SEGUNDA LEY DE NEWTON EN 





Para hacer que una tapa dé vueltas, hay que hacerla girar. En la figura 9.17 se 
muestra cómo se hace girar un disco mediante la aplicación de dos fuerzas E, y E, 
ejercidas en los bordes del disco y en la dirección tangencial. La dirección y sentido 
de las fuerzas y sus puntos de aplicación son importantes. Si las mismas fuerzas se 
aplican en la dirección radial (figura 9.184), el disco no gira. Además, si las mismas 
fuerzas se aplican en la dirección tangencial, pero en puntos cercanos al centro del 
disco (figura 9.18b), el disco no ganará velocidad angular tan rápidamente. 





(a) (b) 


La figura 9.19 muestra una partícula de masa m1 atada a un extremo de una barra 
sin masa y rígida, de longitud r. Hay un eje perpendicular a la barra y que pasa por 
su extremo, alrededor del cual la barra puede girar libremente. En consecuencia, la 
partícula sólo se mueve en un círculo de radio y. Asimismo, se aplica sobre la par- 
tícula una fuerza F. Si se aplica la segunda ley de Newton a la partícula y se toman 
componentes en la dirección tangencial, se obtiene 


E, = má, 
donde F, = F sen q es la componente tangencial de F y a, la componente tangen- 
cial de la aceleración. Deseamos obtener una ecuación que incorpore las magnitu- 
des angulares. Sustituyendo re por a, (ecuación 9.9) y multiplicando los dos 
términos por r, se obtiene 
rF, = mróa 9,15 

El producto +F, es el momento (o torque) 7 de la fuerza respecto al eje de rotación, 
es decir, 


r= Fr 9.16 


(El momento respecto a un punto se define, como magnitud vectorial, en el capí- 
tulo 10. Cuando nos referimos a momento de una fuerza respecto a un eje, queremos 
decir la componente del momento paralela al eje.) 

Sustituyendo en la ecuación 9.15, se obtiene 

T=mi%0 9.17 
Un objeto rígido que gira alrededor de un eje fijo es simplemente un conjunto de par- 
tículas individuales, cada una de las cuales está obligada a moverse en una trayec- 
toria circular con la misma velocidad angular w y aceleración «. Aplicando la 
ecuación 9.17 a la partícula ¡ de ese conjunto, queda 
=ma 
de “E 


T. 
¿neta 


donde 7, ,,, es el momento debido a la fuerza neta sobre la partícula /. Sumando 
para todas las partículas los dos términos de las hp anteriores, nos da 


PA Y ineta = )m, a = 3 (Nm ra = 9.18 


En el capítulo 8, vimos que la fuerza resultante que actúa sobre un sistema de pat- 
tículas es igual a la fuerza externa neta que actúa sobre el sistema, ya que las fuer- 


F; 





FIGURA 3.17 
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tangencial 
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Partícula. 


Eje de rotación 


A* Barra rígida sin masa 


FIGURA 9.19 


Véase el 


Apéndice de matemáticas 
para más información sobre 


Trigonometría 
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zas internas (las que se ejercen mutamente las partículas del sistema) se anulan por 
pares. El tratamiento de los momentos internos que se ejercen las partículas entre 
sí dentro de un sistema conduce a un resultado semejante, es decir, el momento re- 
sultante que actúa sobre un sistema es igual al momento externo neto que actúa 
sobre el sistema. Por lo tanto, podemos escribir la ecuación 9.17 en la forma 


Tneta ext = Toa ELA 9.19 
SEGUNDA LEY DE NEWTON PARA LA ROTACIÓN 


Esta es la segunda ley de Newton aplicada a la rotación, análoga a la aplicada al 
movimiento lineal (3F = ma). 


CÁLCULO DE MOMENTOS 


La figura 9.20 muestra una fuerza F que actúa sobre un objeto que está obligado a 
girar respecto a un eje fijo A, que no se muestra, y es perpendicular al papel. La di- 
rección tangencial positiva se muestra en el punto de aplicación de la fuerza, siendo 
r la distancia radial desde este punto de aplicación hasta A. El momento 7 debido a 
esta fuerza respecto del eje A es 7 = Fr (ecuación 9.16). En principio, la expresión Fr 
es todo lo que se necesita para calcular el momento. Sin embargo, muchas veces los 
cálculos son más simples si se usan expresiones alternativas para el momento, como 
la que podemos extraer de la figura: 


F, = Fseng 


donde dq es el ángulo entre la dirección radial y la dirección de la fuerza. Así, pode- 
mos expresar el momento como 7 = Fr = (F sen q)r. La línea de acción de una fuerza 
es la línea paralela a la fuerza que pasa por el punto de aplicación de la fuerza. De la 
figura 9.21 podemos ver que r sen d = f, donde el brazo de palanca f es la distancia 
perpendicular entre Á y la línea de acción. En consecuencia, el momento viene dado 
también por 7 = Ft. Poniendo las tres expresiones juntas, se obtiene 


qa Ex => Psengpr = Pú 2.20 
EXPRESIONES EQUIVALENTES DEL MOMENTO 


MOMENTO DEBIDO A LA GRAVEDAD 


Como ya se ha dicho, se puede considerar que un objeto macroscópico es un con- 
junto de partículas microscópicas puntuales, de tal forma que sobre cada una de 
ellas actúa una fuerza gravitatoria microscópica. Cada una de estas fuerzas ejerce 
un momento microscópico respecto a un eje determinado, y el momento gravita- 
torio neto sobre el objeto es la suma de estos momentos microscópicos. El mo- 
mento gravitatorio neto se calcula considerando que el peso total del objeto (la 
suma de todas las fuerzas gravitatorias) actúa sobre un único punto: el centro de 
gravedad. Consideremos un objeto (figura 9.22) obligado a girar respecto de un eje 
horizontal A que va en la dirección perpendicular al papel. Elegimos, tal como se 
muestra en la figura 9.22, el eje z del sistema de coordenadas de modo que coin- 








FIGURA 9.20 Lafuerza F produce un 
momento F,r respecto del eje que pasa por el 
centro. 






Linea de 
acción 


FIGURA 9.21 La fuerza F produce un 
momento Ef, alrededor del centro. 





FIGURA 9.22 El centro de 

gravedad coincide con el centro de 
masas si el objeto está en un campo 
gravitatorio uniforme. 
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cida con el eje A, y elegimos el eje x según la dirección horizontal del papel y el eje 
y según la dirección vertical, El momento de una partícula de masa 1, debido a la 
gravedad es mp2x, donde x, es el brazo de palanca de la fuerza m,g. El momento 
gravitatorio neto de un objeto es la suma de los momentos gravitatorios de las par- 
tículas que lo forman, es decir, 7 = Em,2x,. Si g tiene el mismo valor en todo 
el objeto, 2 puede sacarse como factor común fuera de la suma, lo cual nos lleva a 
mad” (Em,x)g. La suma entre paréntesis es MX, (véase la ecuación 5.13). 
Sustituyendo, se obtiene 


grav neto 


= Mgx., 9.21 
MOMENTO DE LA GRAVEDAD 


T 
grav neto 


El momento debido a un campo gravitatorio uniforme se calcula como si la fuerza 
gravitatoria actuara globalmente en el centro de gravedad. 


"ER APLICACIONES DE LA SEGUNDA LEY 
DE NEWTON A LA ROTACIÓN 





En esta sección veremos algunas aplicaciones de la segunda ley de Newton a la ro- 
tación, expresada por la ecuación 9.19. 


ESTRATEGIA DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


Aplicación de la segunda ley de Newton para la dinámica de 
la rotación 


PLANTEAMIENTO Las aceleraciones angulares para cuerpos rígidos se 
pueden determinar mediante los diagramas de fuerzas y la segunda ley de 
Newton de la rotación: 7 = 21, =la.SiT es constante, entonces la 


neto ext neta ext 


aceleración angular será constante. Los intervalos de tiempo y posiciones 
angulares, velocidades y aceleraciones angulares también pueden ser 


determinados a partir de esas ecuaciones. 


SOLUCIÓN 


1. Dibujar el diagrama de fuerzas mostrando el objeto tal y como es, no 
como un punto. 


Dibujar cada vector fuerza a lo largo de la línea de acción de dicha fuerza. 
Indicar la dirección positiva sobre el diagrama (sentido horario o 
antihorario) para las rotaciones. 


COMPROBACIÓN Asegurarse de que los signos de los resultados son 


consistentes con la dirección elegida para la rotación en sentido positivo. 








Ejemplo 9,9 Una bicicleta estática 


Una forma práctica de hacer ejercicio sin desplazarse del lugar puede conseguirse mediante 
una bicicleta situada en un soporte, de tal modo que la rueda trasera gira libremente. Al pe- 
dalear, la cadena aplica al piñón una fuerza de 18 N a una distancia de r, = 7 cm del eje de 
la rueda. Consideremos la rueda como un anillo (1 = MR?) de radio R = 35 cm y masa 2,4 kg. 
¿Cuál es la velocidad angular de la rueda al cabo de 5 s? 


PLANTEAMIENTO La velocidad angular puede determinarse a partir de la aceleración an- 
gular, y ésta se deduce a partir de la segunda ley de Newton de la rotación. Como las fuer- 
zas son constantes, los momentos de las fuerzas también lo serán y podemos aplicar las 
ecuaciones de la aceleración angular constante. Obsérvese que F actúa en la dirección de la 
cadena y que, por lo tanto, la línea de fuerza es tangente al piñon, y el brazo de palanca será 
el radio r, del piñón (véase figura 9.23). 





El centro de gravedad coincide con 
el centro de masas si el objeto está 
en un campo gravitatorio uniforme. 





E Pide 
la rueda 








FIGURA 9,23 
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SOLUCIÓN 
1. La velocidad angular está relacionada con la aceleración w=w+at=0+at 
angular y el tiempo: 
2. Aplicar la segunda ley de Newton al movimiento de tias = 10 
rotación para relacionar a: con el momento neto de las 
fuerzas y el momento de inercia: 
3. El único momento de fuerza que actúa sobre el sistema esla 7,,, = Fr, 
fuerza aplicada F con el brazo de palanca y: 
1 . . . Teto Er, 
4. Sustituir el momento de la fuerza por este valor, y el E ARE 
R? 


momento de inercia por MR?: 


F 
5. Sustituir en el resultado del paso 1 y despejar y calcular w =at= s f= ME NADO70n) gs =21,4rad/s = 
pasados 5 s: MR? (24kg0,/35m | 





COMPROBACIÓN La velocidad tangencial de la llanta es Ro = (0,36 m)(21 rad/s) = 7,6 m/s, 
que es un resultado lógico. (Un atleta de 100 metros lisos puede llegar a los 10 m/s.) 





EE Una barra uniforme con un pivote en un extremo 


Una barra delgada y uniforme de longitud L y masa M pivota sobre un extremo. Se coloca 
en posición horizontal y se deja en libertad. Se supone que no hay rozamiento en el pivote. 
Determinar (4) la aceleración angular de la barra inmediatamente después de dejarla en li- 
bertad, y (b) la fuerza F, ejercida por el pivote sobre la barra en ese instante. 


PLANTEAMIENTO Se determina la aceleración angular a partir de la segunda ley de Newton 
para la rotación (ecuación 9.19). A continuación, se determina la fuerza F, a partir de la se- 
gunda ley de Newton para sistemas de partículas (ecuación 5,23). La aceleración tangencial del 
centro de masas está relacionada con la aceleración angular (ecuación 9.6) y la aceleración cen- 
trípeta del centro de masas está relacionada con la velocidad angular (ecuación 9,7). 





SOLUCIÓN FIGURA 9.24 
(a) 1. Dibujar el diagrama de fuerzas de la barra (figura 9.24): 
2. Escribir la segunda ley de Newton para la rotación: E de 


3. Calcular el momento debido a la gravedad alrededor del eje 
dado. La barra es uniforme, por lo que su centro de masas está 
en su centro, es decir, a una distancia L/2 de su eje: 


Terav ds: $) 


4. Buscar el momento de inercia respecto al extremo de la barraenla 1 =%¿ML? 


tabla 9.1: 
5. Para calcul del paso 2 "gray _ MglL/2) _| 38 
. Para calcular e, sustituir estos valores en la ecuación del paso 2: E liar 
pn> TI (1/3MI2 |2L 
(bj) 1. Escribir la segunda ley de Newton para la barra: Ea = Ma... A 
Mg E Ea a MA o y 
) E cdo A an 20 
2. Usar la relación a, = ru” para determinar a... Inmediatamente Aa = Fo 7 = q O 
después de soltar la barra, w = 0: 
3. Ahora tenemos dos ecuaciones y tres incógnitas, %, 4... y Y Ey a, = Ta 
Usar la relación a, = ra para obtener una ecuación que relacione a L3g 3 
: ZA = 0 === =- 
Bon y con a: cm y cm t cm 23 45 
4. Sustituir los resultados del paso 5 apartado (1) y del paso 1 Mg — FE, = Mig 


apartado (b) en el resultado del paso 3 apartado (b) y despejar F,: 
por lo tanto, F, = | 44] 











Aplicaciones de la segunda ley de Newton a la rotación SECCIÓN 9.5 305 


COMPROBACIÓN El eje ejerce una fuerza hacia arriba sobre la barra. En consecuencia, 
cabe esperar que después de dejarla caer, la aceleración del centro de masas sea algo infeior 
a 2. El resultado del paso 3 del apartado (b) confirma este rozamiento. 


OBSERVACIÓN Inmediatamente después de soltar la barra, la aceleración del centro de 
masas apunta verticalmente hacia abajo. Dado que la fuerza externa neta y la aceleración 
deben ir en la misma dirección, se deduce que F, en ese instante no puede tener una com- 
ponente horizontal, 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.8 Una pequeña moneda de masa m << M se sitúa en la parte alta 
de la barra en su centro. Determinar (2) la aceleración de la moneda y (b) la fuerza que ejerce 
sobre la barra justamente después de dejar la barra en libertad. 


ROTACIÓN SIN DESLIZAMIENTO 


Hay muchas situaciones físicas en las cuales una cuerda se enrolla a una rueda o 
cilindro en rotación. Si la cuerda está tensa y no se desliza, su velocidad lineal debe 
ser igual a la velocidad tangencial v, de los puntos de la periferia de la rueda: 


vo, = Ro 90.22 
CONDICIÓN PARA v, Y w SIN DESLIZAMIENTO 
t 


donde v, es la velocidad tangencial de la cuerda y Ra la velocidad tangencial de 
la periferia de la rueda. La rueda tiene un radio R y gira con velocidad angular 
w. Derivando la condición de rotación sin deslizamiento respecto al tiempo, te- 
nemos 


a, = Ra 9.23 
CONDICIÓN PARA a, Y a SIN DESLIZAMIENTO 





donde a, es la aceleración tangencial de la cuerda y « es la aceleración angular de 
la rueda. (Fundamental Photographs.) 


Fiemplo ¡E Tensión en una cuerda 





Se sujeta un objeto de masa m a una cuerda ligera enrollada alrededor de una rueda de polea 
de momento de inercia ] y radio R. La rueda puede girar sin rozamiento y la cuerda no se 
desliza por su garganta. La polea parte del reposo. Empieza a rotar cuando el objeto des- 
ciende y la cuerda se desenrolla. Hallar la tensión de la cuerda y la aceleración del cuerpo. 


PLANTEAMIENTO En este sistema, el objeto desciende con una aceleración hacia abajo 
constante a, mientras la rueda gira con aceleración angular constante, a (figura 9.25). Para 
calcular «, se aplica la segunda ley de Newton para la rotación a la rueda, y para obtener a, FIGURA 9.25 
se aplica la segunda ley de Newton al objeto. Usando la condición de ausencia de desliza- 
miento se relacionan a, y a. 





SOLUCIÓN 


1. Dibujar el diagrama de fuerzas para la rueda de la polea, representando cada vector 
fuerza con su extremo en el punto de aplicación de la fuerza. Poner los símbolos en 
todas las fuerzas dibujadas e indicar la dirección positiva de la rotación (figura 9.26): 








FIGURA 9.26 
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2. La única fuerza que ejerce un momento sobre la rueda es la tensión T, cuyo a A 


brazo de palanca es R. Aplicar la ley de Newton al movimiento de rotación, TR = la 
que relaciona T con la aceleración angular a: 





3. Dibujar un diagrama de fuerzas para el objeto suspendido (figura 9.27) DE MA, 
y, a continuación aplicar la segunda ley de Newton para relacionar T con la me — T =ma, 


FIGURA 9.27 


aceleración lineal a 


4. Tenemos dos ecuaciones para tres incógnitas T, a, y a. Una tercera ecuación a, = Ra 
es la condición no deslizante que relaciona a, y a: 


e E 


5. Tenemos ahora tres ecuaciones que nos permiten determinar T, a, y a. 
m 


Para despejar T, se usa el resultado del paso 2 con el objetivo de obtener 





una expresión para a, y usamos el resultado del paso 3 para obtener una mag 
expresión para a. Sustituir estas expresiones en el resultado del paso 4 y con lo que T = ES RT) 
despejar T: 
| ' mg 
6. Sustituir este resultado para T en el resultado del paso 3 y despejar 1; e == —— a + A 
1 + (mR*/1) 
1 


por lo tanto, a, = | 1 + (1/mR3S 





COMPROBACIÓN Veamos un par de situaciones límites. Si I = 0, el objeto caería libre- 
mente y la cuerda estaría floja; nuestros resultados dan T = 0, a, = g. ¿Qué ocurre si I] — x%? 
Para 1 >> mkK?, nuestras ecuaciones dan T = mg y a, = 0. 





EU IEArAAA Dos bloques y una polea | o Conceptual 


El sistema mostrado en la figura 9.28 parte del reposo. La masa de la polea no es desprecia- 
ble, pero sí lo es su rozamiento. La cuerda no se desliza por la garganta de la polea. Si 
m, > 1, ¿qué puede decirse de las tensiones T, y T,? 





PLANTEAMIENTO Después de dejar libre el sistema, la masa m, se acelerará hacia abajo, | 
mientras que 11, lo hará hacia arriba y la polea se acelerará angularmente en sentido contra- | 
rio a las agujas del reloj. Aplicar la segunda ley de Newton para cada masa y para las rota- | 
ciones de la polea. 


SOLUCIÓN 


1. Como m, se acelera hacia abajo, la fuerza neta sobre ella mis E 
debe apuntar hacia abajo: 








FIGURA 9.28 
2. Como m, se acelera hacia arriba, la fuerza neta sobre ella TL, > M,2 
debe apuntar hacia arriba: 


3. Como la aceleración angular de la polea va en sentido T, > 7, porlotanto, T, > 1, 
contrario a las agujas del reloj, el momento neto debe tener la 
misma dirección. Como los brazos de palanca son iguales, a 
mayor momento mayor tensión: 


4. Combinando los resultados, se tiene: m2 >T, > L, > mg 


COMPROBACIÓN SiT, no fuera mayor que T,, la aceleración angular de la polea no iría 
en sentido contrario a las agujas del reloj. 
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ENANA Dos bloques y una polea ll Inténtelo usted mismo 





Dos bloques están conectados por una cuerda que pasa por una polea de radio KR y momento clio 
de inercia Í. El bloque de masa 1m, se desliza sobre una superficie horizontal sin rozamiento; 
el bloque de masa m, está suspendido de la cuerda (figura 9.29). Determinar la aceleración a 
de los bloques y las tensiones T, y T,, suponiendo que la cuerda no se desliza por la polea. 


PLANTEAMIENTO En este problema, las tensiones T, y T, no son iguales, porque existe ro- 
zamiento entre la cuerda y la polea (figura 9.29), (De otro modo la polea no giraría.) 
Obsérvese que T, ejerce un momento en sentido horario y T, úun momento antihorario sobre 
la polea. Utilizar la segunda ley de Newton para el movimiento de cada bloque y para el mo- 
vimiento de rotación de la polea. A continuación, relacionar q y ax por la condición de au- 
sencia de deslizamiento. 





SOLUCIÓN 


Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 


FIGURA 9.29 


Pasos Respuestas 


1. Dibujar un diagrama de fuerzas para cada bloque y para la e 
polea por separado (figura 9.30). Observar que el centro de j Es 
masas de la polea no acelera, de modo que el soporte debe Mm 
ejercer una fuerza sobre el eje F_ que equilibre la resultante de | 


la fuerza de la gravedad y las fuerzas ejercidas por la cuerda. 118 


2. Aplicar la segunda ley de Newton a cada bloque. 1, =ma; ma— L.=81a; 





3. Aplicar la segunda ley de Newton al movimiento de rotación TR — TR = la 
de la rueda de la polea. 


4. Tenemos tres ecuaciones con cuatro incógnitas. Para obtenerla a 
cuarta ecuación, usar la condición de ausencia de a=a = Ra T 
deslizamiento de forma que se pueda relacionar a y a. La 
aceleración de los bloques ha de ser igual a la aceleración 








tangencial de la cuerda y a la de la garganta de la polea. m4 | 
5. Ahora tenemos cuatro ecuaciones y cuatro incógnitas, por lo si 
que todo lo que queda es álgebra. Realizar los pasos 192 
necesarios para obtener a, T, y T,. (Sugerencia: Para determinar 
a, buscar las expresiones para T, y T, a partir de los resultados del E dl m.2 
paso 2. Sustituirlas en el resultado del paso 3 hasta encontrar una : ; m, +m,+(1/RP Y 
ecuación con las incógnitas a y a. Usar el resultado del paso 4 para 
eliminar a: y calcular a.) + (RP Ñ ES 
T, = | = o o FIGURA 9.30 
d Mi, Em, FURF * 











COMPROBACIÓN Sil =0, I, = L, y la aceleración es a = m,g/(m, + m,), como era de es- 
perar. Si [ es muy grande, I/R*>> (m, + m,), será T, = 0, T, = mg, y a =0. No suponga que la tensión de una 
cuerda que pasa por la garganta de 

una polea es la misma a cada lado de 
POTENCIA la polea. Si así fuera, la cuerda no haría 
momento y la polea no cambiaría su 
ritmo de rotación. Utilice dos símbolos 
distintos, como T, y T,, para las 
tensiones en cada lado. 


Cuando hacemos girar un objeto realizamos trabajo sobre él, incrementando su 
energía cinética. Consideremos una fuerza F que actúa sobre un objeto en rotación. 
Cuando el objeto gira un ángulo d6, el punto de aplicación de la fuerza recorre una 
distancia ds, = r, d6, y la fuerza realiza un trabajo: 


dW = F ds = Erd0 = 7d0 
donde 7 es el momento ejercido por la fuerza F, y F, es la componente tangencial 


de F. En general, el trabajo realizado por un momento T cuando el objeto gira un 
ángulo pequeño d0 es 


dW = 7 d6 9.24 
TRABAJO 
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El ritmo al que el momento realiza trabajo es la potencia de entrada del momento 


_dw _ de 
de “di 


O sea, 


P = 70 9.25 
POTENCIA DE ROTACIÓN 


Las ecuaciones 9.24 y 9.25 son análogas a las expresiones dW = E dé y P = F¡v del 
movimiento lineal. 





ALS Momento ejercido por el motor de un automóvil 


A 4500 rev min, el momento máximo que produce el motor 5,4L V8 de un Ford GT 2005 es 
de 678 N - m. Determinar la potencia de salida del motor si opera en estas condiciones de 
momento máximo. 


PLANTEAMIENTO La potencia es igual al producto del momento por la velocidad angu- 
lar, datos que nos proporciona el enunciado del problema. Debe expresarse «w en rad /s para 
obtener la potencia en watts. 


SOLUCIÓN 
1, Escribir la potencia en función de 7 y 0: P= 710 
2. Convertir las rev /min en rad fs: w = 4500 rev/min = 471 rad/s 


3. Calcular la potencia: P = (678 N :m) * (471 rad/s) = 


COMPROBACIÓN Esta potencia de salida equivale aproximadamente a 429 caballos de 
vapor, lo que resulta razonable para este tipo de motores. 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.9 La potencia máxima producida por el motor Ford GT es de 
500 caballos de vapor a 6000 rev/ min. ¿Cuál es el momento cuando el motor opera a su 
potencia máxima? 


Existen muchos paralelismos entre el movimiento lineal en una dirección y el 
movimiento rotacional alrededor de un eje fijo. Las similitudes entre las fórmulas 
pueden encontrarse en la tabla 9.2. Las fórmulas son las mismas, pero los símbolos 
cambian. 





UE Deteniendo una rueda 


Las especificaciones de la noria El ojo de Londres afirman que es capaz de detenerse sin que 
los compartimentos de los pasajeros recorran un arco mayor de 10 m durante el frenado. La 
velocidad de operación de la noria de 1600 toneladas y 135 m de diámetro es de 2 rev h. (a) 
Estimar el momento necesario para parar la noria. (b) Determinar la magnitud de la fuerza 
de frenado si se aplica directamente sobre la llanta. 


PLANTEAMIENTO El trabajo realizado sobre la noria es igual a su cambio de energía ciné- 
tica. Utilizamos la ecuación 9.24 para calcular el trabajo en términos del momento. Casi toda la 
masa está cerca del perímetro de la noria. Esto sugiere una forma sencilla de hallar el momento 
de inercia de la noria. La fuerza de rozamiento se puede calcular a partir del momento. 


SOLUCIÓN 


(a) 1. Igualamos el trabajo al cambio de energía cinética: W =AK 
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así l = mr?: 


la noria. 





media tonelada. 


Tabla 0.2 Analogías de los movisiabios rotacional y lineal 


Movimiento rotacional 
Desplazamiento angular 


Velocidad angular 


Aceleración angular 


Ecuaciones de aceleración angular constante 


Momento de una fuerza 
Momento de inercia 
Trabajo 

Energía cinética 
Potencia 


Momento angular? 


Segunda ley de Newton 


2. Utilizando dW = 7d6 (ecuación 9.24), relacionamos el trabajo 
con el momento y el desplazamiento angular: 


3. Utilizando ds = rd6 (ecuación 9.2), relacionamos el 
desplazamiento angular con el arco recorrido s: 


4. La masa está concentrada cerca del perímetro de la noria; 


5. Sustituimos en el paso 1 y despejamos el momento; la 
velocidad angular es 2 rev/h = 3,49 X 10? rad/s: 


(b) 1. La línea de acción de la fuerza de rozamiento es tangente al 
perímetro de la noria; así, el brazo de palanca es igual al radio de 


COMPROBACIÓN A partir de la expresión del momento del apartado 5a se observa que el 
momento y el desplazamiento angular tienen signos opuestos. Este resultado es lógico: 
el momento en este caso debe oponerse al movimiento de la noria durante el frenado. 





A0 
40 
dí 
des 0 
dt dy 


W=0w, + et 
Ab = 0. At 
Do Sl 3 (00, A 0) 


9 =8, + 0,1 +508 


a = 0, + 2 AB 
I 
dW = rd6 
K = lla? 
P = 7 
L = low 
dL 
Teto e la = de 


W =" AD 


10m 


67,3 1m 





-= 0,148 rad 


un 
[| 


rAo = A9=*?*= 
a 


| 
l 


mr = (1,6 X 10% kg)(67,5 m) 
7,29 X 10"kg mi 


TAB =0— 3107 


Lao; 
tanto, 7 === = 
por tanto, 7 RO 
=| -30 x10N-m 


rl = ER 


67,5m 


OBSERVACIÓN La fuerza de frenado de 1,3 X 10% N es aproximadamente igual al peso de 


Movimiento lineal 


Desplazamiento 


Velocidad 


Aceleración 


Ecuaciones de aceleración constante 


Fuerza 

Masa 

Trabajo 

Energía cinética 
Potencia 


Momento lineal 


Segunda ley de Newton 


SECCIÓN 9.5 


ELA 44 10N 
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(7,29 x 10% kg - m213,49 x 10? rad /sy 
2 (0,148 rad) 















Ax 
dx 
o —-— 
dt 
do,  Px 
a = = 
e: al di? 
an dé Dor + a, 
Ax = Un Y Ai 
Zn x 5 3 (o, + 0.) 


Ss mx 
X= Xq + Ol + 3n,! 


o 
0 0. + 24, Ax 


Es 

mí 

AY = E dx 
K = 302 
P= Ea. 
p, = mv, 





*El momento angular se introduce en el capítulo 10, 
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AY OBJETOS RODANTES 


RODAMIENTO SIN DESLIZAMIENTO 


Cuando un carrete como el de la figura 9.31 rueda sin deslizamiento por la su- 
perficie inclinada de la figura, sus puntos de contacto con la superficie están ins- 
tantáneamente en reposo y el carrete gira respecto a un eje de rotación que pasa a 
través del punto de contacto. Esto se puede apreciar en la figura, ya que las zonas 
con movimiento rápido aparecen borrosas, mientras que aquellas zonas con mo- 
vimiento más lento aparecen un poco más definidas. En la figura 9.32 se repre- 
senta cómo una rueda de radio R gira sin deslizarse por una superficie plana. El 
punto P de la rueda, tal como se muestra, se mueve con una velocidad 


O = Fú 


9.26 
CONDICIÓN DE NO DESLIZAMIENTO PARA LA VELOCIDAD 


donde r es la distancia perpendicular desde P al eje de rota- 
ción. El centro de masas de la rueda se mueve con velocidad 


9.27 
CONDICIÓN DE NO DESLIZAMIENTO PARA Do 


ES Rw 


Obsérvese que para un punto en el extremo superior de la 
rueda, r = 2R, de forma que ese punto se mueve al doble de 
velocidad que su centro de masas. 

Derivando a ambos lados de la ecuación 9.27, se obtiene 


9.28 


CONDICIÓN DE NO DESLIZAMIENTO PARA LA ACELERACIÓN 
DEL CENTRO DE MASAS 


Cuando la cuerda a la que está atado un yo-yo se desenrolla, se dan las mismas 
condiciones de ausencia de deslizamiento que en el ejemplo de la rueda. 

Consideremos una rueda de radio R que rueda sobre una superficie plana sin ro- 
zamiento. Cuando la rueda gira el ángulo 4 (figura 9.33), el punto de contacto entre 
la rueda y el plano se mueve una distancia s, relacionada con 4 por la expresión 


s = Ro 9.29 


CONDICIÓN DE NO DESLIZAMIENTO PARA EL DESPLAZAMIENTO 


Si la rueda está rodando en una superficie horizontal, el centro de masas de la 
rueda siempre queda sobre el punto de contacto, por lo que se mueve también una 
distancia Re, 

En el capítulo 8, vimos (ecuación 8.7) que la energía cinética de un sistema 
puede expresarse como la suma de la energía cinética de traslación del movi- 
miento del centro de masas (3Mvw?_ ) más la energía cinética relativa al centro de 
masas. Para un objeto que gira, la energía cinética relativa vale >L_«”. Entonces, 
la energía cinética total será 


9.30 
ENERGÍA CINÉTICA TOTAL DE UN OBJETO RODANTE 


Ei? 1 2 
K == ¿Mos + 3,00 








A 
FIGURA 9.31 Un carrete con puntos 
marcados rueda sin deslizamiento sobre una 
regla inclinada. La garganta del carrete está en 
contacto con la regla. El tiempo de exposición 
de esta fotografía fue lo suficientemente 
grande como para que los puntos aparecieran 
como rayas, cuyas longitudes crecen con la 
distancia al eje de rotación. (Loren 
Winters/Visuals Unlimited.) 





Recorrido del 
punto de contacto 






Eje de rotación instantánea 


E ==  Q__—_ LLO AAA 


FIGURA 9.32 Conforme la rueda de 
bicicleta rueda hacia la derecha, el punto P se 
mueve hacia arriba y hacia la derecha. El 
punto alcanza la altura máxima cuando pasa 
por encima del centro de la rueda. 





FIGURA 9.33 





Recordar que los cuerpos rodantes 
AM tienen tanto energía cinética de 
traslación como de rotación. 
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TE Una bola de bolera 





Una bola de bolera de radio 11 cm y masa M = 7,2 kg rueda sin desliza- 
miento sobre una superficie horizontal a 2 m/s. Después, sube por una 
pendiente sin deslizamiento hasta una altura h antes de alcanzar momen- 
táneamente el reposo y volver rodando hacia atrás. Considérese la bola 
como una esfera uniforme. Determinar h. 


PLANTEAMIENTO Como no hay deslizamiento en la rodadura, no hay 
energía disipada en forma de rozamiento cinético. No hay fuerzas exter- 
nas que actúen sobre el sistema Tierra-bola-superficie. La energía mecá- 
nica se conserva. La energía cinética inicial, que es la energía cinética de 
traslación del centro de masas, 3 Mv?,, más la energía cinética de rotación 
respecto al centro de masas, 31.._w?, se convierte en energía potencial Mgh. 
Como la esfera rueda sin deslizamiento, las velocidades lineal y angular FIGURA 9.34 
están relacionadas por 7. = Ro. 





SOLUCIÓN 

1. Hacer un esquema que muestre la bola en sus posiciones inicial y 
final (figura 9.34): 

2. No hay fuerzas externas que actúen sobre el sistema, luego Mi BE a 
el trabajo por las fuerzas externas es cero y, como no hay DARE 0 
deslizamiento, tampoco se disipa energía cinética por e 
rozamiento. Entonces, la energía mecánica es constante: 


3. Aplicar la conservación de la energía mecánica: UK: = 0 + 
Mgh +0 =0+3Mvo? +31_u? 


l 


] ; A Do 
4. Apartirdeo,=vw, /Rel, = ¿MR? sustituir wel_., y Mgh = or $ z (Exe) = L mer. 
despejar |: 2 2 R y $ 


pia 
porlo tanto, h=-——= ),2854m = 
109 





COMPROBACIÓN La altura alcanzada es independiente de la masa. Este resultado es ló- 
gico porque tanto la energía cinética como la potencial son proporcionales a la masa. 


OBSERVACIÓN La altura h también es independiente del radio R de la bola. Este resultado se 
debe a quel, = ¿MR? y w, = 0... ./(R, de forma que en el producto 1. c?, se cancelan los radios. 


1 . 
ET 1 em 





PROBLEMA PRÁCTICO 9.10 Determinar la energía cinética inicial de la bola. 





IEA Jugando al billar 





Un taco de billar golpea la bola horizontalmente a una distancia d por encima del centro de 
la bola (figura 9.35). Determinar el valor de d para el cual la bola de billar rodará sin desli- 
zamiento desde el comienzo. Expresar la respuesta en función del radio R de la bola. 


PLANTEAMIENTO Las líneas de acción de las fuerzas del peso y normal pasan por el cen- 
tro de masas, por lo que no ejercen momento respecto al centro de masas. La fuerza de ro- 
zamiento es mucho más pequeña que la del golpe del palo y puede despreciarse. Si el taco 
golpea contra la bola al nivel del centro, ésta comenzará inicialmente a moverse sin rotación. FIGURA 9.35 
Si el golpe se verifica por debajo del centro, comenzará con rotación hacia atrás. Sin embargo, 

si se impacta a una distancia d del nivel del centro de la bola, ésta el gira hacia delante, con 

la aceleración hacia delante adecuada, para rodar sin deslizarse desde el comienzo, es decir, 

se cumple la condición no deslizante. El valor de d determina la relación entre el momento 

y la fuerza ejercidos sobre la bola y, por lo tanto, la relación entre su aceleración angular a y 

la aceleración lineal a... La aceleración lineal a, es Fm, independiente de d. Para que la bola 

ruede sin deslizamiento desde el principio, determinaremos e y a, ; después, teniendo en 

cuenta que 4, = Re (condición no deslizante), calcularemos d. 
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SOLUCIÓN 
1. Dibujar el diagrama de fuerzas para la bola de billar (figura 9.36). Se supone que el — + 
rozamiento entre la bola y la mesa es despreciable, por lo que no se incluye la fuerza de E ks 
rozamiento: 
2. El momento de la fuerza respecto al centro de la bola es igual al Tr = Fd 
producto de £ por d: 
3. Aplicar la segunda ley de Newton para sistemas y la corres- E=me. Y 7=L 
pondiente análoga para rotación respecto al centro de la bola: 
4. La condición no deslizante relaciona a, y ar: A... = Ra 
E FIGURA 9.36 
da : F Fd 
5. Sustituir en la relación obtenida en el paso 4 las expresiones e E 
de a y a, obtenidas en los pasos 2 y 3: da em 
2 R? 
6. Determinar el momento de inercia a partir de la tabla 9.1 y d= E =“ 5 
mm Mm 





despejar y calcular d: 


COMPROBACIÓN El resultado del paso 6 es razonable, pues el valor obtenido para d es 
mayor que cero pero menor que KR, como era de esperar. 


OBSERVACIÓN Si se golpea en un punto más alto que 2R /5 o más bajo que 2R/5, la bola 
rodará y se deslizará. En el juego de billar a veces se desea que la bola se deslice. El roda- 
miento con deslizamiento se trata en la siguiente subsección. 


Cuando un objeto rueda por un plano inclinado hacia abajo, su centro de masas 
se acelera. El análisis de este problema se simplifica gracias a un importante teo- 
rema concerniente al centro de masas: 


La segunda ley de Newton del movimiento de rotación es válida en cual- 
quier sistema inercial de referencia. También será válida en sistemas de re- 
ferencia relacionados con el centro de masas, incluso cuando éste se mueve 
con aceleración, si el momento de inercia y todos los momentos de fuerzas 
se calculan con respecto al eje que pase por el centro de masas. Es decir: 


=1a 9.31 





(Scott Goldsmith/ Stone/Getty.) 


T 


neto cm 


Esta ecuación es la misma que la 9.19 con la salvedad de que aquí el momento y 
el momento de inercia se calculan respecto de un sistema de referencia que se 
mueve con el centro de masas. Cuando el centro de masas acelera (caso de una 
bola que desciende por un plano inclinado), el sistema de referencia centro de 
masas no es inercial y, por lo tanto, no podemos esperar necesariamente que la 
segunda ley de Newton aplicada a la rotación se cumpla. Sin embargo, se cum- 
ple en este caso especial. 


EA Aceleración de una bola que rueda sin deslizarse 





Una bola maciza uniforme de masa 1 y radio R, rueda hacia abajo sin deslizarse por un (m 
plano inclinado un ángulo q respecto a la horizontal. Determinar la aceleración del centro de 
masas y la fuerza de rozamiento. 


PLANTEAMIENTO Según la segunda ley de Newton, la aceleración del centro de masas es 
igual a la fuerza neta dividida por la masa. Las fuerzas que actúan son el peso mg hacia 
abajo, la fuerza normal F que equilibra la componente normal del peso, y la fuerza de ro- 
zamiento E que actúa hacia arriba sobre el plano inclinado (figura 9.37). Cuando el objeto 
acelera por el plano inclinado, para mantener la condición de ausencia de deslizamiento, su 
velocidad angular tiene que aumentar. Esta aceleración angular requiere un momento ex- FIGURA 9.37 
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terno neto alrededor del eje que pasa por su centro de masas. Para determinar a, se utiliza la 
segunda ley de Newton para la rotación. La condición de ausencia de deslizamiento rela- 
ciona e y 4... 


SOLUCIÓN 
1. Aplicar la segunda ley de Newton para un sistema a lo largo del ESSE 
A mesengd — f, = ma. 
2. Aplicar la segunda ley de Newton para un movimiento de rotación, O 
considerando rotaciones alrededor de un eje horizontal que pasa por FR+0+0=1_ a 
su centro de masas y es perpendicular a v.... Los brazos de palanca Ñ Das 
de las fuerzas gravitacional y normal son cero, por lo que no 
producirán momentos sobre las bola: 
3. Relacionar a. y «usando la condición de ausencia de deslizamiento: a, = Ra 
4. Se tiene tres ecuaciones con tres incógnitas. Despejar f, en el paso 1 y (mg send — ma, JR = 7 
ay en el paso 3, sustituir el resultado en el resultado del paso 2 y 
despejar a...: g sen gh 


por lotanto, a. = 








em 
1+ 
mk? 
A mesengd  mesend 
5. Sustituir el resultado del paso 4 en el resultado del paso 1 y despejar fo= mesend ma. =mgsend — A PR 
f. 4 ¡¿7R 
mR? o 
a 2 : | 3 gseng 
6. Para una esfera sólida, 1... = 5mR* (véase la tabla 9.1). Sustituir el a... = q 
resultado en los resultados de los pasos 4 y 5: 1+3 
mg sen q) 
2 143 





COMPROBACIÓN Si el plano inclinado no ejerciera rozamiento sobre la bola, ésta se desli- 
zaría sobre él, sin rotar, descendiendo con una aceleración g sen q. Con rozamiento, cabe es- 
perar que la aceleración sea inferior a g sen d, lo que se muestra en el resultado del paso 6. 


OBSERVACIÓN Como la bola rueda sin deslizamiento, el rozamiento es estático. 
Obsérvese que el resultado es independiente del coeficiente de rozamiento estático, en tanto 
sea lo suficientemente grande para que la bola no se deslice. 


Los resultados de los pasos 5 y 6 del ejemplo 9.18 se aplican a cualquier objeto 
que esté rodando sin deslizamiento con el centro de masas en el centro geométrico. 
En estos objetos, [,. = BmR*, donde f = ¿ para una esfera, 5 para un cilindro só- 
lido, 1 para un cilindro hueco, etc. (los valores de beta se obtienen de las expresio- 
nes para | de la tabla 9.1). Para estos objetos, los resultados de los pasos 5 y 6 
pueden escribirse como 


mi 
= mg sen p 9.32 
A E 
Y Sen 
o 9.33 
e 


La aceleración lineal de cualquier objeto que rueda hacia abajo por un plano incli- 
nado es menor que g sen 6, debido a la fuerza de rozamiento dirigida en sentido 
ascendente. Obsérvese que estas aceleraciones son independientes de la masa y del 
radio de los objetos. Es decir, todas las esferas sólidas que ruedan sin deslizarse al 
bajar por el mismo plano inclinado tienen la misma aceleración. Sin embargo, si 
dejamos en libertad simultáneamente una esfera, un cilindro y un anillo en la parte 
superior de un plano inclinado, y todos ellos ruedan sin deslizamiento, la esfera 
llegará en primer lugar a la base porque posee la mayor aceleración; en segundo 
lugar llegará el cilindro y el último será el anillo (figura 9.38). Si un bloque se des- ' 
liza sin rozamiento por el mismo plano inclinado, alcanzará el fondo antes quelos 
tres objetos rodantes. Sorprendentemente, una lata de gaseosa que ruede sin desli- FIGURA 9.38 
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zarse llegará al final del plano inclinado por lo menos tan rápido como el bloque 
sin rozamiento. Esto se debe a que el líquido de la lata no rota con la lata, de forma 
que el momento de inercia efectivo se debe sólo a la lata y no al líquido. 

Como el rozamiento es estático, no produce trabajo y no hay disipación de ener- 
gía mecánica. Por tanto, puede utilizarse el principio de conservación de la energía 
mecánica para determinar la velocidad de un objeto rodante sin deslizamiento a lo 
largo de un plano inclinado en sentido descendente. En la parte superior del plano 
inclinado, la energía total es la energía potencial m2h. En la parte más baja, la ener- 
eía total es energía cinética. La conservación de la energía mecánica nos dice que 

amo? +51, 0? = mgh 
Podemos utilizar la condición no deslizante para eliminar v,,, o w. Sustituyendo 
= > = 7 l s797)2 1 E AUS a] 
1, = BmR y w =0,,/R, se obtiene 3110é,, + 3BmR4vo2, /R*) = mgh. Despejando 
2, se obtiene 


e 22h 


cm = 1 sd B 9.34 





MY 32h. Obsérvese que la velocidad es 
independiente de la masa y del radio del cilindro y es menor que V2gh (la veloci- 
dad de un objeto que se desliza sin rozamiento a lo largo de un plano inclinado). 
La fuerza de rozamiento f, en un objeto que rueda sin deslizarse por un plano 
inclinado es menor o igual a su valor máximo; es decir, f, = u,F., donde F. = mg 


cos q. Sustituyendo en la ecuación 9.32 la expresión para la fuerza de rozamiento, 
se tiene 


Para un cilindro, con f£ = 1, se obtiene v 


mg sen p 


e má COS 
1+87 diia 


ted = (1+ 8"), 9.35 
En un cilindro uniforme, 8 = 5, y la ecuación 9.35 se convierte en tg d = 3u,. Si la 
tangente del ángulo del plano inclinado es mayor que (1 + £”')u,, el objeto se des- 
lizará por la pendiente. 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.11 Un cilindro rueda hacia abajo por un plano inclinado 6 = 
| 50%. ¿Cuál es el valor mínimo del coeficiente de rozamiento estático para el cual el cilin- 
dro rodará sin deslizamiento? 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.12 Determinar (a) la fuerza de rozamiento para un anillo que 
| rueda hacia abajo por un plano inclinado y (b) el valor máximo de tg 6 para el cual el ani- 
| lo rueda sin deslizamiento. 





* RODAMIENTO CON DESLIZAMIENTO 


Cuando un objeto se desliza mientras rueda, la condición no deslizante v.. = Rw 
deja de cumplirse. Supongamos que una bola de bolera se lanza sin rotación ini- 
cial. Cuando la bola se desliza a lo largo de la pista, v, > Ro. Sin embargo, la 
fuerza de rozamiento reduce su velocidad lineal v... (figura 9.39) al mismo tiempo 
que aumenta su velocidad angular w, hasta que se cumple la condición de ausen- 
cia de deslizamiento 0. = Ro. Entonces, la bola rueda sin deslizamiento. 

Otro ejemplo de rodamiento con deslizamiento es el de una bola que gira sobre 
sí misma, como ocurre cuando el taco del billar golpea a la bola en un punto que 
está por encima de ¿KR sobre el centro (véase ejemplo 9.17) de modo que 7, < Ru. 
En este caso, la fuerza de rozamiento incrementa v y reduce w hasta que se alcanza 
la condición no deslizante 0, = Ro (figura 9.40). 








f 





FIGURA 9.39 Una bola se mueve sin 
rotación inicial. La fuerza de rozamiento f. 
ejercida por el suelo reduce la velocidad del 
centro de masas 7.,,, e incrementa la velocidad 
angular w hasta que se alcanza la condición de 
rodadura de Ru, 





FIGURA 9.40 Una bola gira sobre sí 
misma. La fuerza de rozamiento acelera la 
bola en la dirección del movimiento. 
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AUTE Una bola de bolera que se desliza 





Una bola de masa M y radio R se lanza de tal modo que cuando toca el suelo se mueve ho- 
rizontalmente con velocidad v, = 5 m/s y avanza sin rodar. El coeficiente de rozamiento ci- 
nético entre la bola y el suelo es 4. = 0,08. Determinar (4) el tiempo durante el cual la bola 
se desliza y (b) la distancia recorrida deslizándose, antes de que ruede sin deslizamiento. 


PLANTEAMIENTO Durante el deslizamiento v.,, > Rw, Calculamos v.,., y w en función del 
tiempo, hacemos v... = Re y deducimos f. Las aceleraciones lineal y angular se determinan 
a partir EF = ma y o JA. La dirección del movimiento se toma como positiva. Hay 
deslizamiento y rozamiento cinético, por lo que se disipa energía mecánica. Por lo tanto, no 
se puede usar el principio de conservación de la energía mecánica. 





SOLUCIÓN 
(a) 1. Dibujar un diagrama de las fuerzas que actúan sobre la bola (figura 9.41): FIGURA 9.41 
2. La fuerza neta que actúa sobre la bola es la fuerza de 2E.= MA. 
rozamiento cinético, f.. que actúa en la dirección negativa —f_= Ma 
del eje x. Aplicar la segunda ley de Newton: Pe 
3. La aceleración va en la dirección negativa de x y 2,,, ,=0. 2F, = MA = 0 > F,= Mg 


Determinar primero F_ y después f.: porlo tanto, f.=.F, = u.Mg 


4, Determinar la aceleración usando los resultados de los pasos Me = Ma. E == 8 
2y3 
5. Relacionar la velocidad lineal con la aceleración y con el El A El 


tiempo utilizando la ecuación cinemática: 

















6. Para determinar a, aplicar la segunda ley de Newton para la 27=L 2 
rotación. Calcular los momentos alrededor de un eje que p.MgR + 0+0=2¿MR?a 
pase por el centro de masas. Obsérvese que en el diagrama Sa 
de fuerzas el sentido positivo va en la dirección de las agujas por lo tanto, «a == E 
del reloj: 2 $ 
7. Relacionar la velocidad angular con la aceleración angular y e E E E pS, 
el tiempo usando la ecuación cinemática: 2h 
8. Despejar el tiempo f cuando se cumple v,_, = Ru: Do = Ro 
5H 
SS 
20 2(5,0 m/s) | 
por lo tanto, f= => —_ 18s| 
74.2g  7(0,080)(9,81 m/s”) 
| 20D, 1 20 Y 1% 
(bj) La distancia recorrida en 1,82 s es: AR =D + A - ol = + =(-42) == 
5,0 m/s)* 
Se A ls 


49 (0,080)(9,81 m/s*) 


COMPROBACIÓN La pista de la calle de una bolera mide unos 18 m de largo. Parece razo- 
nable que la bola se deslice 7,8 m a lo largo de la pista, pues representa casi la mitad de la pista. 


OBSERVACIÓN En una buena bolera, la pista está ligeramente engrasada de forma que la 
bola se desliza una cierta distancia, proporcionando al jugador mayor control sobre su lan- 
zamiento. 


PROBLEMA PRÁCTICO 9,13 Hallar la velocidad de la bola de bolera cuando comienza a 
rodar sin deslizamiento. ¿Depende este resultado del coeficiente de rozamiento cinético ju? 


PROBLEMA PRÁCTICO 9.14 Determinar la energía cinética total de la bola después de 
que comience a rodar sin deslizamiento. 


316 CAPÍTULO 9 Rotación 





Ultracentrifugadoras 


Un equipo de investigación estudia cambios en la grasa de la sangre 
cuando las personas cambian su dieta.' Otro equipo investiga la estabili- 
dad de proteínas de origen vírico.* Todos estos investigadores utilizan la 
ultracentrifugadora analítica de won Theodor Svedberg (premio Nobel de 
química en 1926).* 

Cuando una centrifugadora gira, cada partícula suspendida en la 
muestra experimenta una fuerza, ejercida sobre ella por su entorno, en 
dirección radial hacia dentro. De acuerdo con la tercera ley de Newton, la 
partícula ejercerá una fuerza en dirección radial hacia fuera. Como con- 
secuencia de ello, las partículas sedimentan hacia la parte más exterior 
del tubo de ensayo que las contiene. Las partículas más densas o más 
grandes se mueven más rápido hacia el final del tubo, lo más alejado po- 
sible del eje de rotación. Este movimiento depende de varias variables 
como la masa, densidad y coeficientes de rozamiento de las partículas en 
la solución. El resultado final, llamado equilibrio de sedimentación, consiste 
de varias capas de partículas organizadas en función de los valores de 
esas variables. Con una ultracentrifugadora se pueden analizar molécu- 
las complejas. Las ultracentrifugadoras analíticas tienen unas ventanas Tubos de ensayo colocados en una 
en las cámaras donde se colocan los tubos que permiten medir los cam-  "ltracentrifugadora. (Atherotech.) 
bios de absorción de la luz ultravioleta. Estos cambios pueden propor- 
cionar el valor de la velocidad de sedimentación de la muestra, es decir, la velocidad a la que la muestra estratifica. A partir 
de este dato, se puede determinar la pureza, masa, forma y composición de moléculas complejas. 

Para analizar esas moléculas, las ultracentrifugadoras deben girar muy rápido. La primera ultracentrifugadora, construida 
por 5vedberg en 1924 con un rotor de turbina de aceite, giraba a 12000 rev /min y generaba una aceleración de 70002. En 1935 
se diseñó una ultracentrifugadora que rotaba en el vacío. Esto evitaba el calentamiento de las muestras por el rozamiento de 
los tubos con el aire.* Esta ultracentrifugadora era capaz de generar una aceleración de 150 0002. Hoy en día, las ultracentri- 
fugadoras analíticas giran a 60000 rev / min y generan una aceleración de 2500002. Otros tipos de ultracentrifugadoras son ca- 
paces de llegar a 8100002.* 

Las enormes aceleraciones y fuerzas que generan estas ultracentrifugadoras producen grandes tensiones sobre los rotores. 
A velocidad máxima, un solo gramo de material, en una ultracentrifugadora, se convierte en un peso aparente de 2446 N. De 
hecho, la velocidad de los rotores está limitada por la tensión que tienen que soportar los materiales de los que están fabrica- 
dos.* Con el tiempo, estas tensiones causan fatiga en la ultracentrifugadora. Las soluciones cáusticas también pueden produ- 
cir tensiones debidas a la corrosión, principalmente en rotores de aluminio. El fallo de un rotor puede resultar catastrófico”; 
se han llegado a agrietar paredes de cemento, romper ventanas y esparcir los pedazos del rotor por todo el laboratorio a gran- 
des velocidades, 

Afortunadamente, los rotores no suelen fallar. Los de las ultracentrifugadoras analíticas están fabricados de materiales muy 
resistentes como el titanio, aluminio o fibras de carbono. Las ventanas de las ultracentrifugadoras analíticas están fabricadas de 
cuarzo o zafiro. Los rotores se reemplazan por otros nuevos tras un determinado número de horas de funcionamiento. 

Un antiguo usuario de ultracentrifugadoras estaba contento porque “gracias a la ultracentrifugadoras se pueden obtener 
fuerzas mucho mayores que la gravedad, que de no ser así sólo las podríamos encontrar en planetas muy grandes”. Hoy en 
día, las ultracentrifugadoras producen fuerzas 1000 veces superiores a la fuerza de la gravedad en la superficie del Sol. 
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1. El desplazamiento angular, la velocidad angular y la aceleración angular son magnitudes 
fundamentales definidas en la cinemática de rotación. 


2. El momento de una fuerza y el momento de inercia son importantes conceptos dinámicos 
derivados. El momento (o torque) de una fuerza es una medida de la capacidad de una 
fuerza para que un objeto cambie su ritmo de rotación. El momento de inercia es una me- 
dida de la resistencia inercial de un objeto a las aceleraciones angulares. Depende de la 
distribución de la masa respecto al eje de rotación. 


3. El teorema de los ejes paralelos, que resulta de la definición del momento de inercia, sim- 
plifica frecuentemente el cálculo de /. 

4, La segunda ley de Newton para la rotación, 27,., = la, se deduce de la segunda ley de 
Newton y de las definiciones de 7, | y «+. Es una relación importante para resolver proble- 
mas que implican la rotación de un objeto rígido alrededor de un eje de dirección fija. 


OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 





1. Velocidad angular y aceleración angular 


Velocidad angular 


Aceleración angular 


Velocidad tangencial 


Aceleración tangencial 
Aceleración centrípeta 


2. Ecuaciones para la rotación con 
aceleración angular constante 


3. Momento de inercia 
Sistema de partículas 
Sistema continuo 


Teorema de los ejes paralelos 


4. Energía 


Energía cinética de un objeto en rotación 
alrededor de un eje fijo 


Energía cinética de un objeto rodante 


Potencia 








18 ; 
w=— (Definición) 9.2 
dt 
dí o” 
a=>— (Definición) 9.4 
dt 
D, = Fw 9.8 
A 9.9 
pe 
n= 9.10 
L F 
w= wm, + at 95 
9 =08, + 0,1 + 501? 9.6 
pyé = O + 2a(8 — 0.) 9.7 
Il = 2m,17 (Definición) 9.11 
T.= [rán 9.13 


El momento de inercia respecto a un eje situado a la distancia hi de otro eje paralelo que pasa 
por el centro de masas es 

I=],, + MH 9,14 
donde /.,, es el momento de inercia respecto al eje que pasa por el centro de masas y M es la 
masa total del objeto. 


K = 310? 9.12 


em 


K=13M82, +31. 0 9.30 


P = 706 9.25 
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TEMA OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 
5. Momento de una fuerza El momento producido por una fuerza es igual al producto de la componente tangencial de 
la fuerza por la distancia radial al eje. 
7 = Fr = Frsendq = Fl 9.20 
6. Segunda ley de Newton Trotoes = Tios = La 9.19 


aplicada a la rotación 
La segunda ley de Newton para la rotación es válida incluso si el sistema de referencia no es 
inercial, siempre y cuando los momentos de las fuerzas y el momento de inercia se calculen 
respecto de un eje que pase por el centro de masas, 


7. Condiciones no deslizantes Cuando una cuerda enrollada a un polea o disco no se desliza, las magnitudes lineales y an- 


gulares están relacionadas por 
v, = Kw 9,22 
a, = Ra 923 
8. Objetos rodantes 
Rodadura sin deslizamiento v..=Ro OZ 
Er 
*“Rodadura con deslizamiento Cuando un objeto rueda y se desliza, v,. + Rev. El rozamiento cinético ejerce una fuerza que 
tiende a modificar v.,, y un momento que cambia «, hasta que v.. = Re y el objeto solamente 


rueda. 
e A IE E TE AA A AA AA AAA AAA AA A A A A 


Respuestas a las comprobaciones Respuestas a los problemas prácticos 
conceptuales 91 314 rad/s 
9.1 El disco A tiene mayor momento de inercia. Dividir 92 (a) 500 rev/min = 524 rad/s 


mentalmente el disco A en dos partes, la parte que 

dista del eje menos de un octavo de pulgada es la parte 
1, mientras que la parte 2 es la que está más allá de un 9.4 (1) 1,26 m/s, (b) 1,26 m/s 
octavo de pulgada. Sólo la parte 2 tiene la misma masa 
y momento de inercia que el disco B; por tanto, el mo- 
mento de inercia adicional de la parte 1 hace que el 9.6 Aproximadamente, 25 veces mayor. 
disco Á tenga mayor momento de inercia. 


9.3 v, = 1,88 m/s, a, = 0, a, = 59,2 m/s 


95 Il = Emo? 


9.8 a = 3g/4 hacia abajo, (b) F = mg/4 hacia abajo 
9.2 El disco B tiene mayor momento de inercia. Ambos dis- 9.9 51 Nm 
cos tienen la misma masa, pero la masa del disco B se 
distribuye más alejada del eje en comparación con la 9.10 20] 
del disco A. 9.11 0,40 
9.12 (a) f = ¿mg sen d, (b) tg d <= 2p, 
9.13 Oia 7 7Opo No. 
9.14 K = mo? 
Problemas lc 
En algunos problemas se dan más datos de los realmente *« Concepto simple, un solo paso, relativamente fácil 
necesarios; en otros pocos, deben aportarse algunos datos a +. Nivel intermedio, puede exigir síntesis de conceptos 


partir de conocimientos generales, fuentes externas o 


Ñ ; me ...  Desafiante, para alumnos avanzados 
estimaciones lógicas. 


UN , . 3951 La solución se encuentra en el Manual de soluciones 
En los datos numéricos sin coma decimal se deben 
considerar significativos todos los dígitos, incluidos los 


ceros a la derecha del último diferente de cero. problemas relacionados. 


Los problemas consecutivos que están sombreados son 


Usar en todos los problemas y = 9,81 m/s? para la 
aceleración de la gravedad y despreciar, a menos que se 
indique lo contrario, el rozamiento y la resistencia del aire. 





PROBLEMAS CONCEPTUALES 





1 * Dos puntos se encuentran sobre un disco que gira, en torno 
a un eje perpendicular al disco y pasa a través de su centro, con veloci- 
dad angular creciente: uno de ellos está en el borde del disco y el otro a 
mitad de distancia entre el borde y el eje. (2) ¿Cuál de los dos puntos re- 
corre una mayor distancia en un tiempo determinado? (b) ¿Cuál gira un 
ángulo mayor? (c) ¿Cuál posee mayor velocidad? (d) ¿Y mayor veloci- 
dad angular? (e) ¿Cuál tiene mayor aceleración tangencial? (f) ¿Y mayor 
aceleración angular? (2) ¿Y mayor aceleración centrípeta? 


2 e Verdadero o falso: (1) La velocidad angular y la velocidad li- 
neal tienen las mismas dimensiones. (b) Todas las partes de una rueda 
que gira alrededor de un eje fijo deben tener la misma velocidad angu- 
lar. (c) Todas las partes de una rueda que gira alrededor de un eje fijo 
deben tener la misma aceleración angular. (4) Todas las partes de una 
rueda que gira alrededor de un eje fijo deben tener la misma aceleración 
centripeta. 


3 e Partiendo del reposo, un disco realiza 10 revoluciones 
hasta alcanzar la velocidad angular w. Con aceleración angular cons- 
tante, ¿cuántas revoluciones adicionales debe realizar para alcanzar 
una velocidad angular 2 w? (a) 10 rev. (b) 20 rev. (c) 30 rev. (d) 40 rev. 
(e) 50 rev. 


4 e Una persona observa un tiovivo desde arriba y ve que gira 
en sentido antihorario y que la tasa de rotación disminuye. Si designa- 
mos como positivo el sentido de giro antihorario, ¿cuál será el signo de 
la aceleración angular? 


5 * Chad y Tara se dan una vuelta en un tiovivo. Chad se sienta 
sobre un pony que se halla a 2 m del eje de rotación mientras que Tara 
se sienta en otro pony a 4 m del eje. El tiovivo gira acelerando en sen- 
tido antihorario. (4) ¿Quién tiene mayor velocidad lineal? (b) ¿Quién 
tiene mayor aceleración centrípeta? (c) ¿Quién tiene mayor aceleración 
tangencial? 


6 e Los discos A y B eran idénticos salvo cuando al disco B le hi- 
cieron un taladro en el centro. ¿Cuál de los dos tiene mayor momento 
de inercia respecto al eje de simetria? Explicar la respuesta. 


7 + PÓNGALO EN SU CONTEXTO El pitcher de un partido de 
béisbol tiene un magnífico lanzamiento. Usted no ha sido capaz de gol- 
pear la pelota con el bate; el bate pesa mucho y usted decide agarrarlo 
un poco más arriba, en lugar de hacerlo por el extremo. Este cambio 
aumentaría la velocidad con la que se golpearía la pelota y aumenta- 
rían las posibilidades de obtener un buen golpe. Explicar cómo fun- 
ciona esta teoría en términos del inmomento de inercia, aceleración 
angular y momento de fuerza. 3 


8 e (12) La dirección de la velocidad angular de un objeto, ¿debe 
ser siempre la misma que la dirección del momento de fuerzas neto que 
actúa sobre él? (b) Si las direcciones de la velocidad angular y del mo- 
mento neto son opuestas, ¿qué se puede decir de la velocidad angular? 
(c) ¿Puede ser cero la velocidad angular incluso si el momento neto no 
es cero? 5i la respuesta es afirmativa, dar un ejemplo. 


3 * Un disco gira libremente alrededor de un eje. Una fuerza 
aplicada a una distancia d del eje le ocasiona una aceleración angular a. 
¿Qué aceleración angular se produce si la misma fuerza se aplica a una 
distancia 2d del eje? (2) a. (b) 2a. (c) 1/2. (d) 4a. (e) 1/4. 


10 * El momento de inercia de un objeto alrededor de un eje que 
no pasa por su centro de masas es el momento de iner- 
cia respecto a un eje paralelo que pasa por su centro de masas. 
(a) Siempre menor que. (b) Algunas veces menor que. (c) A veces igual 
que, (4) Siempre mayor que. 


Problemas 319 


1 e El motor de un tiovivo ejerce sobre él un momento cons- 
tante, Conforme gana velocidad partiendo del reposo, la potencia 
desarrollada por el motor (a) es constante, (b) aumenta linealmente 
con la velocidad angular del tiovivo, (c) es cero, (d) ninguna de las 
anteriores. 351" 


12 * Un momento constante actúa sobre un tiovivo desde el re- 
poso hasta que alcanza una determinada velocidad. Durante este 
tiempo, la energía cinética del tiovivo es (1) constante, (b) proporcio- 
nal a la velocidad angular del tiovivo, (c) crece cuadráticamente con 
la velocidad angular, (4) ninguna de las anteriores. 


13 + APLICACIÓN A LA INGENIERÍA La mayoría de los pomos de 
las puertas se colocan en el extremo opuesto a la bisagra, en lugar de co- 
locarlo en el centro de la puerta, por ejemplo. Explicar por qué esto hace 
que las puertas se abran más fácilmente. 


14 * Una rueda de radio KR y velocidad angular «w rueda sin desli- 
zamiento por una superficie estacionaria plana. La velocidad del punto 
de la periferia que está (momentáneamente) en contacto con la superfi- 
cie, relativa a la superficie, es (2) igual a Ro y dirigida al norte, (b) igual 
a Ko y hacia el sur, (c) cero, (d) igual a la velocidad del centro de masas 
dirigida hacia el norte, (e) igual a la velocidad del centro de masas y di- 
rigida hacia el sur. 


15 * Uncilindro sólido uniforme y una esfera sólida uniforme tie- 
nen masas iguales, Ambos cuerpos ruedan sin deslizamiento sobre una 
superficie horizontal. Si sus energías cinéticas son iguales, entonces: 
(a) La velocidad de traslación del cilindro es mayor que la de la esfera. 
(b) La velocidad de traslación del cilindro es menor que la de la esfera. 
(c) Las velocidades de traslación de los dos objetos son iguales. (4) La res- 
puesta puede ser la (1), (b) o (c), dependiendo de los radios de los objetos. 


16 * Dos tubos de aspecto idéntico de 1 m de longitud contienen 
piezas de plomo de 10 kg de masa total (mucho mayor que la masa de los 
tubos). En el primer tubo, el plomo está concentrado en el centro, mientras 
que en el segundo, el plomo está dividido en dos masas iguales colocadas 
en los dos extremos del tubo. Sin abrir los tubos, ¿cómo puede determi- 
narse cuál es el tubo que tiene las masas en sus extremos? 


17 ee Partiendo del reposo al mismo tiempo, una moneda y un ani- 
llo ruedan por un plano inclinado sin deslizamiento. ¿Cuál de las si- 
guientes afirmaciones es correcta? (a) El anillo llega primero a la base del 
plano. (b) La moneda llega en primer lugar. (c) El anillo y la moneda lle- 
gan simultáneamente. (4) El resultado de la carrera depende de sus masas 
relativas. (e) El resultado de la carrera depende de sus diámetros relativos. 


18 ee Unarco de masa M y radio K rueda sin deslizamiento. ¿Es 
mayor su energía cinética de traslación o su energía cinética de rotación 
respecto al centro de masas? (a) La energía cinética de traslación es 
mayor. (b) La energía cinética de rotación respecto al centro de masas es 
mayor. (c) Ambas son iguales. (4) La respuesta depende del radio. (e) La 
respuesta depende de la masa. 


19 e* Un disco de masa M y radio K rueda sin deslizamiento. ¿Es 
mayor su energía cinética de traslación o su energía cinética de rotación 
respecto al centro de masas? (1) La energía cinética de traslación es 
mayor. (b) La energía cinética de rotación respecto al centro de masas es 
mayor. (c) Ambas son iguales. (4) La respuesta depende del radio. (e) La 
respuesta depende de la masa. 


20 e* Una bola rueda sin deslizamiento a lo largo de un plano ho- 
rizontal. Demostrar que la fuerza de rozamiento que actúa sobre la bola 
debe ser cero. Sugerencia: considerar una dirección posible para la acción de 
la fuerza de rozamiento y los efectos que esta fuerza ejercería sobre la velocidad 
del centro de masas y sobre la velocidad angular. 


21 e* Un carrete puede rotar libremente respecto a un eje. Una 
cuerda enrollada en su garganta hace que rote en antihorario (figura 
9.424). Sin embargo, cuando se coloca el carrete encima de una mesa (si 
el rozamiento entre el carrete y la mesa es lo suficientemente grande) 
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FIGURA 9.42 Problema 21 


rota en sentido horario y rueda hacia la derecha. Considerando el mo- 
mento respecto a los ejes apropiados, mostrar que esas conclusiones son 
compatibles con la segunda ley de Newton de la rotación. “SSW 


22 »* Usted quiere determinar el centro de gravedad de un cuerpo 
plano de forma irregular. Para ello le dicen que tiene que suspender el 
cuerpo por un punto y suspender una plomada en el mismo punto. 
Luego se tiene que dibujar la línea de la plomada sobre el cuerpo. Se toma 
otro punto del cuerpo y se repite el procedimiento. El lugar donde se cor- 
ten las líneas de las dos plomadas indicará la posición del centro de gra- 
vedad, Explicar los principios que hay detrás de este procedimiento. 


APROXIMACIONES Y ESTIMACIONES 





23 * Una pelota de béisbol se lanza a 88 mi''h y con una veloci- 
dad de giro de 1500 rev'min. Si la distancia entre el punto de lanza- 
miento del pitcher y el receptor es de 61 pies, estimar cuántas 
revoluciones realiza la pelota desde que se lanza hasta que se captura. 
Despreciar los efectos del rozamiento. 


24 +* Considerar el pulsar del Cangrejo discutido en la sección 9,2. 
Justificar el hecho de que la pérdida de energía cinética rotacional equi- 
vale a la potencia que sale de 100000 estrellas. La potencia radiada por 
el Sol es de 4 X 10% W, Suponer que la masa del pulsar es de 2 x 10% 
kg, que tiene un radio de 20 km, que rota a 30 rev/'s con un periodo ro- 
tacional que aumenta en 107" s año. 

25 e* Una bicicleta de masa 14 kg lleva ruedas de 1,2 m de diáme- 
tro, cada una de masa 3 kg. La masa del ciclista es 38 kg. Estimar la frac- 
ción de la energía cinética total de la bicicleta y el ciclista asociada a la 
rotación de las ruedas, 


26 ese ¿Por qué cuando cae al suelo una tostada siempre lo hace 
por el lado que tiene mantequilla o mermelada? La pregunta puede pa- 
recer tonta, pero ha sido objeto de debate científico serio. El análisis es 
demasiado complicado para reproducirlo aquí, pero R.D. Edge y Darryl 
Steinert demostraron que una tostada a la cual se la empuja suavemente 
hasta el borde de una mesa, cae cuando se inclina un ángulo de 30* con 
la horizontal (véase la figura 9.43) y tiene una velocidad angular de 
w = 0,956 V2/€, donde f es la longitud del lado de la tostada (supuesta 
de forma cuadrada).* Suponiendo que una tostada empieza a caer con 
la mermelada o la mantequilla hacia arriba, ¿de qué lado caerá si cae 
desde una mesa de 0,5 m de altura? ¿Qué ocurre si la mesa tiene 1 m de 
altura? Suponer que la tostada tiene 0,1 m de lado. Ignórense las fuer- 
zas debidas a la resistencia del aire. 


* Para los lectores interesados en este problema y muchos otros se recomienda el mara- 
villoso libro de Robert Erlich, Why Toast Lands Jelly-Side Down: Zen and the Artof Plivsics 
Demonstrations. 








FIGURA 9.43 Problema 26 


27 es Consideremos el momento de inercia de un hombre adulto 
alrededor de un eje que pasa verticalmente por el centro de su cuerpo. 
Cuando esta persona está de pie con sus brazos pegados al cuerpo o 
cuando está con sus brazos extendidos tiene momentos de inercia dis- 
tintos. Estimar el cociente entre ambos momentos de inercia. 


VELOCIDAD ANGULAR Y 
ACELERACIÓN ANGULAR 





28 * Una partícula se mueve en una circunferencia de radio 90 m 
con una velocidad de módulo constante de 25 m/s. (4) ¿Cuál es su ve- 
locidad angular en radianes por segundo alrededor del centro de la cir- 
cunferencia? (b) ¿Cuántas revoluciones realiza en 30 s? 


29 * Una rueda parte del reposo y tiene aceleración angular 
constante de 2,6 rad /'s”. (1) ¿Cuál es su velocidad angular después de 
6 s? (b) ¿Qué ángulo habrá girado? (c) ¿Cuántas revoluciones habrá 
realizado? (d) ¿Cuál es la velocidad y la aceleración de un punto si- 
tuado a 0,3 m del eje de rotación? "S8w" 


30 e MúLrtiPLeSs PASOS Un tocadiscos que gira a 33 rev / min 
se desconecta. Se frena con aceleración angular constante y queda 
parado al cabo de 26 s. (4) Hallar la aceleración angular. (b) ¿Cuál es 
la velocidad angular media del tocadiscos? (c) ¿Cuántas revolucio- 
nes realiza antes de detenerse? 


31 * Un disco de 12 cm de radio empieza a girar alrededor de su 
eje partiendo del reposo con aceleración angular constante de 8 rad /s?. 
Al cabo de ! = 5s, (4) ¿cuál es la velocidad angular del disco? (b) ¿Y cuá- 
les son las aceleraciones tangencial a, y centrípeta a, de un punto del 
borde del disco? 


32 e Una noria de radio 12 m da una vuelta cada 27 s. (1) ¿Cuál es 
su velocidad angular en radianes por segundo? (b) ¿Cuál es la velocidad 
lineal de un pasajero? (c) ¿Cuál es la aceleración de un pasajero? 


33 * Un ciclista parte del reposo. Al cabo de 8 s las ruedas han ve- 
rificado 3 rev. (4) ¿Cuál es la aceleración angular de las ruedas? (b) ¿Cuál 
es su velocidad angular al cabo de 8 s? 


34 * ¿Cuál es la velocidad angular de la Tierra en rad /s al girar 
alrededor de su eje? 


35 e Una rueda giratoria describe 5 rad en 2,8 s antes de dete- 
nerse con aceleración angular constante. Determinar la velocidad angu- 
lar inicial de la rueda antes de iniciar su frenado. 


36 e Una bicicleta tiene ruedas de 0,75 m de diámetro. El ciclista 
acelera desde el reposo con aceleración constante hasta alcanzar la ve- 
locidad de 24 km/h en 14,0 segundos. ¿Cuál es la aceleración angular 
de las ruedas? 


37 es APLICACIÓN A LA INGENIERÍA La cinta de una cassette de 
vídeo VHS estándar tiene una longitud L = 246 m; su duración en fun- 
cionamiento es de 2,0 horas (figura 9.44). Al comienzo, el carrete que 
contiene la cinta tiene un radio externo de, aproximadamente, R = 45 
mmm, mientras que su radio interno es + = 12 mm, aproximadamente. En 
cierto punto de su recorrido, ambos carretes tienen la misma velocidad 
angular, Calcular esta velocidad angular en radianes por segundo y re- 
voluciones por minuto. Ayuda: la cinta de la cassette, entre los dos carre- 
tes, se mueve a velocidad constante. "SSW 






- da - 


45 a 
45 min, +, - 


12 mm 


FIGURA 9.44 Problema 37 (0 Treé.) 


38 +. PÓNGALO EN SU CONTEXTO Para arrancar el cortacésped 
se deber tirar de una cuerda enrollada en un pequeño volante. Después 
de tirar de la cuerda durante 0,95 s, el volante rota a 4,5 rev/s, justo 
cuando la cuerda se desengancha del volante (arranque). Este primer in- 
tento no hace arrancar el cortacésped y el volante vuelve al reposo tras 
0,24 s (parada). (a) Determinar la aceleración angular media durante los 
4,5 s de arranque y durante los 0,24 s de parada. (b) ¿Cuál es la velocidad 
angular máxima alcanzada por el volante? (c) Determinar el cociente 
entre el número de revoluciones realizadas entre el arranque y la parada. 


39 "*.*e Marte orbita alrededor del 5ol con un radio orbital medio de 
228 Gm (1 Gm = 10* m) y tiene un periodo orbital de 687 días. La Tierra 
orbita alrededor del Sol con un radio medio de 149,6 Gm. (a) 51 la línea 
Tierra-Sol barre un ángulo de 360” durante un año terrestre, aproxima- 
damente, ¿qué ángulo barre la línea Marte-Sol durante un año terrestre? 
(b) ¿Con qué frecuencia están Marte y el Sol en lados diametralmente 
opuestos de la Tierra? 


CÁLCULO DEL MOMENTO DE 
INERCIA 





40 * Una pelota de tenis tiene una masa de 57 g y un diámetro de 
7 cm. Determinar el momento de inercia alrededor de su diámetro. 
Suponer que la pelota es una esfera hueca de paredes delgadas. 


41 e Cuatro partículas están en los vértices de un cuadrado 
unidas por varillas sin masa, de modo que 1, = m, = 3 kg y m, = 
m, = 4 kg. La longitud del lado del cuadrado es L = 2 m (figura 
9.45). Hallar el momento de inercia respecto al eje z. '53WP 


FIGURA 9.45 
Problema 41 
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42 es Utilizar el teorema de los ejes paralelos y los resultados 
del problema 41 para hallar el momento de inercia del sistema de 
cuatro partículas de la figura 9.45 alrededor de un eje que pasa por 
el centro de masas y que es paralelo al eje z. Comprobar el resultado 
mediante cálculo directo. 


43 e Para el sistema de cuatro partículas de la figura 9.45, (1) ha- 
llar el momento de inercia [, alrededor del eje x que pasa por mi, y Ml, 
(b) hallar 1, alrededor del eje y que pasa por mi, y m.. 


44 e Hallar el momento de inercia i 
de una esfera maciza de masa M y radio ¿7 1% 
R alrededor de un eje tangente a la esfera 7 
(figura 9.46), ¡ 

; I 
45 e* Una rueda de vagón de 1,0 m ¡ 


de diámetro está formada por una llanta | 
delgada de masa $ kg, y seis radios, cada 
uno de los cuales tiene una masa de 
1,2 kg. Determinar el momento de inercia 
de la rueda respecto a su eje de rotación. 





46 ee MULTIPLES PASOS Dos ma- 
sas puntuales, m, y m,, están separadas 
por una barra sin masa de longitud L. 
(1) Deducir una expresión para el mo- 
mento de inercia de este sistema respecto 
a un eje perpendicular a la barra que pasa 
a través de ésta por un punto situado a la distancia x, de la masa 111.. 
(b) Calcular dl f dx y demostrar que ] es mínimo cuando el eje pasa por 
el centro de masas del sistema. 


FIGURA 9.46 
Problema 44 


47 es Una placa rectangular uniforme tiene una masa MI y sus 
lados valen a y b. (a) Demostrar por integración que su momento de 
inercia respecto a un eje perpendicular a la placa y que pasa por uno de 
sus vértices es A mia? + b). (b) ¿Cuál es el momento de inercia respecto 
a un eje que pase por el centro de masas y que sea perpendicular a la 


placa? 


48 +. PÓNGALO EN SU CONTEXTO Dos jóvenes, Á y B, están rea- 
lizando un trabajo de investigación intensiva sobre el “bastón acrobá- 
tico giratorio teórico”. Ambos utilizan el mismo modelo de bastón: dos 
esferas uniformes, cada una de masa 500 g y radio 5 cm, montadas en 
los extremos de una varilla uniforme de 30 cm de longitud y masa 60 g 
(figura 9.47). A y B desean calcular el momento de inercia del bastón 
modelo respecto a un eje perpendicular a la varilla que pasa por su cen- 
tro. A utiliza la aproximación de que las dos esferas pueden conside- 
rarse como partículas puntuales que distan 20 cm del eje de rotación y 
que la masa de la varilla es despreciable. B, sin embargo, hace los cál- 
culos sin aproximaciones. (4) Comparar los dos resultados. (b) Si las es- 
feras tuvieran la misma masa, pero fueran huecas, ¿aumentaría O 
disminuiría la inercia rotacional? Justificar la respuesta brevemente. No 
es necesario calcular el nuevo valor de |. 





Eje de 
rotación 


FIGURA 9.47 Problema 48 
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49 +* La molécula de metano (CH,) tiene cuatro átomos de hidró- 
geno localizados en los vértices de un tetraedro regular de lado 0,18 nm, 
con el átomo de carbono en el centro (figura 9.48). Determinar el mo- 
mento de inercia de esta molécula respecto a un eje de rotación que pase 
a través del átomo de carbono y uno de los átomos de hidrógeno. 





FIGURA 9.48 Problema 49 


50 e* Un cilindro hueco de masa 1 tiene un radio exterior KR, y un 
radio interior R,. Demostrar que su momento de inercia respecto a su 
eje de simetría es ] = 3m(R2 + Ri). Ayuda. En la sección 9.3 se determinó el 
momento de inercia para un cilindro sólido integrando directamente, primero 
calculando el momento de inercia para un disco. Este cálculo es el mismo que 
aquél excepto para el valor de uno de los límites de integración y la expresión 
para el área de la sección transversal. 


51 ++ APLICACIÓN BIOLÓGICA Un castor golpea la superficie del 
agua con su cola en señal de peligro. Supongamos que el extremo de la 
cola es un rectángulo de grosor y densidad uniformes (figura 9.49). 
Estimar el momento de inercia respecto al eje que pasa por el extremo 
(línea de puntos). Suponer que la cola mide 15 por 30 cm y que tiene un 
grosor de 1 cm. La densidad se puede suponer igual a la del agua. 





FIGURA 9.49 Problema 51 


52  "* PÓNGALO EN SU CONTEXTO Para evitar daños en su es- 
palda, su anciana abuela quiere adquirir un atizador (figura 9.50) con el 
menor momento de inercia posible respecto a su mango. Como sabe 
que usted estudia física, le pide consejo. Hay dos 
modelos para elegir. El modelo A tiene un mango 
de 1 m enganchado a un cuadrado de 40 cm de 
lado. Las masas del mango y del cuadrado son 1 y 
0,5 kg. El modelo B tiene un mango de 0,75 m y un 
cuadrado de 30 cm de lado con unas masas de 1,5 
y 0,6 kg para el mango y el cuadrado, respectiva- 
mente, ¿Qué modelo recomendaría? Determine el 
mejor modelo para ser utilizado, si se sujeta por su 
extremo, calculando el momento de inercia para 
ambos modelos, 


FIGURA 9.50 
Problema 52 








53 *** Demostrar que el momento de inercia de una corteza es- 
férica de radio R y masa m es 21R?/3. "S84P 


54 +. La densidad de la Tierra no es uniforme. Varía con la dis- 
tancia r al centro de la Tierra en la forma p = C (1,22 —r/R), donde 
K es el radio de la Tierra y C una constante. (1) Determinar C en fun- 
ción de la masa total M y el radio R. (b) Determinar el momento de 
inercia de la Tierra (véase el problema 53). 


5 *es Utilizar el cálculo integral para determinar el momento de 
inercia de un cono sólido homogéneo circular recto de altura H, radio 
de la base R y masa M. 


55  ***e Utilizarel cálculo integral para determinar el momento de 
inercia de un disco delgado uniforme de masa M y radio R respecto 
a un diámetro como eje de rotación. Comprobar la respuesta en la 
tabla 9.1. 


57 *** APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO Un vendedor de helados junto a la carretera utiliza conos rota- 
torios para llamar la atención de los viajeros. Cada cono gira alrededor 
de un eje perpendicular a su eje de simetría que pasa por el vértice. Los 
tamaños de los conos son variables y el propietario piensa si sería más 
rentable energéticamente utilizar varios conos más pequeños o unos 
pocos muy grandes. Para obtener una respuesta, debe calcular el mo- 
mento de inercia de un cono circular recto homogéneo de altura H, 
radio de la base R y densidad p. ¿Cuál es el resultado? 


MOMENTO DE UNA FUERZA, 
MOMENTO DE INERCIA Y SEGUNDA 
LEY DE NEWTON APLICADA A LA 
ROTACIÓN 





58 + APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO Una muela de afilar en forma de disco tiene una masa de 1,7 kg 
y un radio de 8 cm y está girando a 730 rev min. Cuando se desconecta 
el motor, una mujer continúa afilando su hacha manteniéndola contra 
la muela durante 31,2 s hasta que ésta se detiene. (a) Hallar la acelera- 
ción angular de la muela de afilar. (b) ¿Cuál es el momento que ejerce el 
hacha sobre la muela? Suponer constante la aceleración angular y que 
no existen otros momentos de fuerzas de rozamiento. 


59 * Un cilindro de 2,5 kg y radio 11 cm, inicialmente en re- 
poso, puede girar alrededor de su eje. Sobre él, se enrrolla una 
cuerda de masa despreciable que tira con una fuerza de 17 N. 
Suponiendo que la cuerda no se desliza, hallar (1) el momento ejer- 
cido por la cuerda, (b) la aceleración angular del cilindro y (c) la ve- 
locidad angular del cilindro al cabo de t = 55. SSP 


60 es Una rueda montada sobre un eje con rozamiento se en- 
cuentra inicialmente en reposo. Durante 20 s se aplica a la rueda un 
momento externo de 50 N - m, con lo cual la rueda adquiere una ve- 
locidad angular de 600 rev 'min. Se retira entonces el momento ex- 
terno y la rueda alcanza el reposo 120 s más tarde. Determinar (a) el 
momento de inercia de la rueda y (b) el momento de rozamiento, su- 
puesto constante. 


61 +* Un péndulo formado por una cuerda de longitud L y una 
lenteja de masa nm oscila en un plano vertical. Cuando la cuerda forma 
un ángulo € con la vertical, (4) ¿cuál es la componente tangencial de la 
aceleración de la lenteja? (b) ¿Cuál es el momento ejercido respecto al 
punto pivote? (c) Demostrar que 27 = la con a, = La da lugar a la misma 
aceleración tangencial deducida en el apartado (a). 


62 «+. Una barra uniforme de masa M y longitud L pivota sobre un 
extremo y cuelga como se muestra en la figura 9.51, de modo que puede 
oscilar sin rozamiento alrededor del pivote, Una fuerza horizontal F, 
golpea la barra durante un corto tiempo Áf a una distancia x por debajo 
del pivote, como indica la figura. (4) Demostrar que la velocidad del 
centro de masas de la barra inmediatamente después del golpe es y, = 
3xF, At/2ML. (b) Determinar la componente horizontal de la fuerza su- 
ministrada por el pivote y demostrar que esta componente de la fuerza 
es cero si x = 3 L. Este punto (el punto de impacto donde la componente 
horizontal de la fuerza del pivote es cero) se denomina centro de percu- 
sión del sistema barra-pivote. 





FIGURA 9.51 Problema 62 


63 *.. MÚLTIPLES PASOS Un disco horizontal uniforme de masa 
M y radio K gira alrededor del eje vertical que pasa por su centro con 
una velocidad angular w. Cuando se sitúa sobre una superficie hori- 
zontal, el coeficiente de rozamiento cinético entre el disco y la superficie 
ÉS Ho (a) Determinar el momento ¿7 ejercido por la fuerza de rozamiento 
sobre un elemento circular de radio r y anchura dr. (b) Hallar el momento 
resultante ejercido por el rozamiento sobre el disco. (c) Determinar el 
tiempo necesario para que el disco se detenga. 


CONSERVACIÓN DE LA ENERGÍA, 
INCLUYENDO ENERGÍA CINÉTICA 
DEBIDA A LA ROTACION 





64 e Las partículas de la figura 9.52 se unen mediante una varilla 
muy ligera cuyo momento de inercia puede despreciarse. Giran alrede- 
dor del eje y con velocidad angular w = 2 rad fs. (1) Hallar la velocidad 
de cada partícula y utilizarla para calcular la energía cinética de este sis- 
tema directamente a partir de E; m,02. (b) Hallar el momento de inercia 
alrededor del eje y, calcular la energía cinética a partir de K = 31ex, y 
comparar el resultado con el obtenido en el apartado (1). 


e os =20rad/s 


Warilla 
ligera 


A 
4 


4 


3,0 kg 





FIGURA 9.52 Problema 64 
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65 * Una bola sólida de masa 1,4 kg y diámetro 15 cm gira alre- 
dedor de su diámetro a 70 rev'émin. (a) ¿Cuál es su energía cinética? 
(b) Si se suministran 2 ] de energía a su energía de rotación, ¿cuál será 
la nueva velocidad angular de la bola? 34 


66 e* Calcular la energía cinética de rotación de la Tierra alrededor 
de su eje y compararla con la energía cinética del movimiento del cen- 
tro de masas de la Tierra en su órbita alrededor del Sol. Suponer que la 
Tierra es una esfera homogénea de masa 6,0 X 10% kg cuyo radio mide 
6,4 X 10% m. El radio de la órbita terrestre es 1,5 X 10% m, 


67 .s Unbloque de 2000 kg asciende a una velocidad constante de 
8 cms mediante un cable de acero que pasa por una polea de masa des- 
preciable y se enrolla en el tambor de un torno impulsado por un motor 
(figura 9.53). El radio del tambor es de 30 cm. (1) ¿Qué fuerza ejerce el 
cable? (b) ¿Qué momento ejerce la tensión del cable sobre el tambor? 
(c) ¿Cuál es la velocidad angular del tambor? (4) ¿Qué potencia debe de- 
sarrollar el motor para hacer girar el tambor del torno? "SSW" 





FIGURA 9.53 Problema 67 


68 e* Un disco uniforme de masa M y radio R puede girar libre- 
mente respecto a un eje que pasa por su centro y es perpendicular al 
plano del disco. Se sujeta una pequeña partícula de masa m al borde del 
disco y en su parte superior, directamente encima del eje de rotación. El 
sistema se hace girar inicialmente con suavidad. (a) ¿Cuál es la veloci- 
dad angular del disco cuando la partícula se encuentra en el punto más 
bajo de su trayectoria? (b) En este punto, ¿cuál es la fuerza ejercida por 
el disco sobre la partícula para que ésta permanezca en el disco? 


69 e* Unanillo de 1,5 m de diámetro pivota sobre un punto de su 
circunferencia de modo que gira alrededor de un eje horizontal que es 
perpendicular al plano del anillo. El anillo se deja caer de forma que ini- 
cialmente su centro está a la misma altura que el eje (figura 9.54). (1) Si 
se deja oscilar libremente desde el reposo, ¿cuál es su velocidad angu- 
lar máxima? (5) ¿Qué velocidad angular debe imprimirse inicialmente 
para que dé justamente una revolución completa (3607)? 





FIGURA 9.54 Problema 69 
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70 .«*e APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO Queremos diseñar un coche que utilice la energía almacenada 
en un volante formado por un cilindro de 100 kg uniforme y de radio R. 
El volante inercial debe suministrar una media de 2 M]/km de energía 
mecánica, con una velocidad angular máxima de 400 rev s, Determinar 
el valor mínimo de R, tal que el coche pueda recorrer 300 km sin que el 
volante inercial necesite ser recargado, 


POLEAS, YO-YOS Y 
OBJETOS COLGANTES 





71 es Un bloque de 4 kg 
que descansa sobre una plata- 
forma horizontal sin roza- 
miento está conectado a 
otro bloque colgante de 
2 kg mediante una cuerda 
que pasa por una polea 
(figura 9.55), Esta polea está formada por un 
disco uniforme de radio 8 cm y una masa de 
0,6 kg. Determinar la aceleración lineal de 

cada bloque y la tensión de la cuerda. "53" 








FIGURA 9.55 


72 e* En el sistema del problema 71, Problemas 71-74 


(1) Determinar la velocidad del bloque de 2 kg 
después de haber descendido desde el reposo una distancia de 2,5 m. 
(b) ¿Cuál es la velocidad angular de la polea en ese momento? 


73 e* Considerar el problema 71, para el caso en que el coeficiente 
de rozamiento entre el bloque de 4 kg y la plataforma sea 0,25. 
Determinar la aceleración lineal de cada bloque y la tensión de la 
cuerda. 


74 e* En el sistema de la figura 9.55, hay un bloque en reposo sobre 
un tablero horizontal. El coeficiente de rozamiento cinético entre el ta- 
blero y el bloque es 0,25. El bloque está unido a una cuerda que pasa por 
una polea y de cuyo extremo cuelga otro bloque de 2 kg. La polea es un 
disco uniforme de 8 cm de radio y 0,6 kg de masa. Hallar la aceleración 
de cada bloque y las tensiones de los segmentos de la cuerda entre cada 
bloque y la polea. 


75 e* Mediante un torno de engranaje se está procediendo a le- 
vantar un coche de 1200 kg del modo que se indica en la figura 9,56. El 
coche está a 5,0 m sobre la superficie del 
agua. En ese instante, se rompen 

los engranajes del torno y el 
coche cae desde el re- 
poso, Durante la caída 

del coche no hay desli- 
Zzarmmento entre la 
cuerda (sin masa), la 
polea y el tambor. El 
momento de inercia del 
tambor del torno es 
igual a 320 kg - m* y el 

de la polea 4 kg - mí; el 
radio del tambor es de 
0,80 m y el de la polea 

de 0,30 m. Calcular la 
velocidad con la que el 5.0 m 
coche golpea la superfi- 

cie del agua. 


Polea 


7 qe, 
z3> 7) 
Tambor O 
del torno 





Y 


FIGURA 9.56 
Problema 75 


76 ee El sistema de la figura 9.57 se deja libre desde el reposo. El 
cuerpo de 30 kg se encuentra a 2 m de la plataforma. La polea es un disco 
uniforme de 10 cm de radio y 5 kg de masa. Calcular (1) la velocidad del 
cuerpo de 30 kg justo antes de que llegue a tocar la plataforma, (b) la ve- 
locidad angular de la polea en ese instante, (c) las tensiones de las cuer- 
das y (d) el tiempo que invierte el cuerpo de 30 kg en alcanzar la 
plataforma. Suponer que la cuerda no se desliza sobre la polea. 


FIGURA 9.57 
Problema 76 





77 ++ Una esfera uniforme de masa 
M y radio R puede girar libremente 
respecto a un eje horizontal que 
pasa por su centro. 5e enrolla una 
cuerda alrededor de la esfera y se 
une a un cuerpo de masa mcomose || 
indica en la figura 9.58. Suponer 
que la cuerda no se desliza sobre la 
esfera. Calcular (a) la aceleración del 
cuerpo y (b) la tensión en la cuerda. 






78 ese Una máquina de Atwood tiene dos 
cuerpos de masas 11, = 500 g y m, = 510 g, unidos 
por una cuerda de masa despreciable que pasa por 
una polea sin rozamiento (figura 9.59). La polea es 
un disco uniforme de 4 cm de radio y 50 g de 
masa. La cuerda no se desliza sobre la polea. 
(1) Hallar la aceleración de las masas, (b) ¿Cuál es 
la tensión de la cuerda que soporta a m,? ¿Y la de 
la cuerda que soporta a 1m,? ¿En cuánto difieren? 
(c) ¿Cuáles serías las respuestas dadas si se hu- 
biese despreciado la masa de la polea? 


FIGURA 9.58 
Problema 77 





. _M= 500 g 
A _r=4.00cm 


FIGURA 9.59 
Problema 78 





79 ** Dos objetos cuelgan de dos cuer- 
das unidas a dos ruedas capaces de girar 
respecto a un mismo eje, del modo que se in- 
dica en la figura 9.60. El momento de inercia 
total de las dos ruedas es de 40 kg - m*. Los 
radios son R, = 1,2 m y R, = 0,4 m. (a) Si 
im, = 24 kg, hallar el valor de m, para que 
sea nula la aceleración angular de las 
ruedas. (b) 51 se colocan con suavidad 

12 kg sobre la parte superior de ,,, cal- 
cular la aceleración angular de las rue- 
das y la tensión en las cuerdas. S3WF 


80 es La cuerda que envuelve el 
cilindro de la figura 9.61 está sostenida por la 
mano de una persona que acelera hacia arriba 
sin que se mueva el centro de masas del cilin- 
dro. Determinar (a) la tensión de la cuerda, (b) 
la aceleración angular, y (c) la aceleración de la 





FIGURA 9.60 
Problema 79 
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FIGURA 9.63 Problema 82 


I se desea medir se sitúa sobre la plataforma y el sistema se deja libre 
de nuevo desde el reposo. El tiempo t, requerido ahora para que el 





mario, 
l 
FIGURA 9.61 
Problemas 50 y 86 
81 ** Un cilindro uniforme de masa 1, y radio KR gira sobre un 


eje sin rozamiento. 5e enrolla una cuerda alrededor del mismo co- 
nectada a un bloque de masa Ma, el cual está apoyado en un plano 
inclinado sin rozamiento de ángulo 4, como se ve en la figura 9.62. 
El sistema se deja en libertad desde el reposo con 1, a una altura hh 
sobre la base del plano inclinado. (a) ¿Cuál es la aceleración del blo- 
que? (b) ¿Cuál es la tensión de la cuerda? (c) ¿Cuál es la velocidad 
del bloque cuando llega al final del plano? (4) Analizar las respues- 
tas para los casos extremos de H = 0%, 4 = 90 y m, = 0. SW" 


FIGURA 39.62 
Problema 81 





82 e* En la figura 9.63 se muestra un dispositivo para medir el 
momento de inercia de un objeto. Una plataforma circular posee un 
tambor concéntrico de radio R alrededor del cual se enrolla una 
cuerda. Esta cuerda pasa por una polea sin rozamiento y de su ex- 
tremo cuelga un peso de masa M. El peso se deja caer desde el re- 
poso y se mide el tiempo que transcurre cuando cae una distancia D. 
El sistema entonces se rebobina, el objeto cuyo momento de inercia 


peso descienda la misma distancia D proporciona los datos necesa- 
rios para el cálculo de /. Con R = 10 cm, M = 2,5 kg y D = 1,8 m, el 
t,|=425 yt =068s. (a) Determinar el momento de inercia combi- 
nado de la plataforma y el tambor. (b) Tomando t, = 6,9 s hallar el 
momento de inercia de la combinación plataforma-tambor-objeto. 
(c) Utilizar los resultados de los apartados anteriores para obtener el 
momento de inercia del objeto. 


OBJETOS RODANTES SIN 
DESLIZAMIENTO 





83 * Un cilindro homogéneo de 60 kg y 18 cm de radio rueda sin 
deslizarse sobre un suelo horizontal a 15 m/s, ¿Qué cantidad mínima 
de trabajo se necesita para producir este movimiento? 


84 e Un objeto rueda sin deslizamiento. ¿Qué porcentaje de su 
energía cinética total representa su energía cinética de traslación si el ob- 
jeto es (4) una esfera uniforme, (b) un cilindro uniforme o (e) un anillo? 


85 «+ En 1993, un yo-yo gigante de masa 400 kg y unos 1,5 m 
de radio se dejó caer desde una grúa de 57 m de altura. Uno de los 
extremos de la cuerda estaba atada a la grúa, de manera que el yo- 
yo se desenrollaba al descender. Suponiendo que el eje del yo-yo 
tenía un radio de r = 0,1 m, determinar la velocidad de descenso en 
el punto más bajo de su recorrido. 584P 


86 ee Un cilindro uniforme de masa M y radio KR tiene enro- 
llada una cuerda. Esta cuerda está fuertemente sujeta, y el cilindro 
cae verticalmente, tal como se indica en la figura 9.61. (4) Demostrar 
que la aceleración del cilindro está dirigida hacia abajo y que su mó- 
dulo es a = 2/3. (b) Calcular la tensión de la cuerda. 


87 e* Un yo-yo de 0,1 kg está formado por dos discos sólidos de 
radio 10 cm unidos entre sí por una barra sin masa de radio 1 cm y una 
cuerda enrollada a la barra. Un extremo de la cuerda se mantiene fijo y 
está bajo la tensión constante T cuando se suelta el yo-yo, Determinar la 
aceleración del yo-yo y la tensión T. 


88 e*e Una esfera sólida uniforme rueda sobre un plano inclinado 
sin deslizamiento. 51 la aceleración del centro de masas es 202, ¿qué án- 
gulo forma el plano inclinado? 


89 e+* Una corteza esférica fina rueda sin deslizamiento sobre un 
plano inclinado. Si la aceleración del centro de masas es 20g, ¿qué án- 
gulo forma el plano inclinado? 


30 +* Una pelota rueda sin deslizarse por un plano inclinado que 
forma un ángulo € con la horizontal. Considerar que la pelota es una es- 
fera hueca. Calcular, en función del coeficiente de rozamiento ¿e , (a) la 
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aceleración de la pelota, (b) la fuerza de rozamiento, y (c) el máximo án- 
gulo de inclinación para que la pelota pueda rodar sin deslizarse. 


91 e* Un cilindro macizo uniforme de madera rueda sin deslizarse 
sobre un plano inclinado de ángulo 6, El coeficiente de rozamiento es- 
tático es u,. Calcular (a) la aceleración del centro de masas del cilindro 
(b) la fuerza de rozamiento que actúa sobre el cilindro y (c) el valor má- 
ximo del ángulo de inclinación del plano para el cual el cilindro rueda 
sin deslizamiento. 


92 ++ Una esfera hueca y otra sólida (y uniforme) de la misma 
masa m e igual radio R ruedan sin deslizamiento por un plano inclinado 
desde la misma altura H (figura 9.64). Ambas se mueven horizontal- 
mente al salir de la rampa. Cuando las esferas chocan contra el suelo, el 
alcance de la esfera hueca es L. Determinar el alcance L' de la esfera uni- 
forme sólida y hallar el cociente L'/L. 


Esfera Esfera 
uniforme hueca 
3 / 


a, Ed 





FIGURA 9.64 Problema 92 


93 e* Un cilindro hueco de paredes delgadas y otro cilindro sólido 
uniforme ruedan horizontalmente sin desplazamiento. La velocidad del 
cilindro hueco es v. Ambos cilindros encuentran un plano inclinado por 
el que suben sin deslizarse. Si la altura máxima que alcanzan es la 
misma, determinar la velocidad v' del cilindro sólido, "S8WF 


34 ** Un cilindro hueco, de paredes delgadas, y una esfera sólida 
parten del reposo y ruedan sin deslizamiento por un plano inclinado de 
longitud 3 m. El cilindro llega a la base del plano 2,4 s después de la es- 
fera. Determinar el ángulo que forma el plano inclinado con la horizontal. 


95 e* Una rueda posee una delgada llanta de 3,0 kg y cuatro ra- 
dios, cada uno de masa 1,2 kg. Determinar la energía cinética de la 
rueda al rodar sobre una superficie horizontal a la velocidad de 6,0 m/s. 


96 **e Un cilindro uniforme de masa M y radio KR descansa sobre 
un bloque de masa +, el cual a su vez se encuentra en reposo sobre una 
mesa horizontal sin rozamiento (figura 9.65). Si aplicamos al bloque una 
fuerza horizontal F éste acelera y el cilindro rueda sin deslizamiento. 
Determinar la aceleración del bloque. 





FIGURA 9.65 Problemas 96-98 


97 **.. (7) Determinar la aceleración angular del cilindro en el pro- 
blema 96. ¿Es horaria o antihoraria la rotación del cilindro? (b) ¿Cuál es 
la aceleración lineal del cilindro respecto a la mesa? (módulo y direc- 
ción) (c) ¿Cuál es el módulo y la dirección de la aceleración lineal del 
centro de masas del cilindro respecto al bloque? 


ss ***e MÚLTIPLES PASOS Si la fuerza del problema 96 actúa a lo 
largo de una distancia d, determinar (1) la energía cinética del bloque y 
(b) la energía cinética del cilindro. (c) Demostrar que la energía cinética 
total del sistema bloque-cilindro es igual al trabajo realizado sobre el 
sistema por la fuerza. 


99 "*»* APLICACIÓN A LA INGENIERÍA En la figura 9.66 se muestran 
dos grandes engranajes, cada uno de los cuales puede girar alrededor 
de un eje que pasa por su centro. Uno tiene un radio 8,05. m7 él 
otro R, = 1 m. El momento de inercia del engranaje 1 es 1,= 1 kg - m* 
y el del engranaje 2 es l, = 16 kg + m”. La palanca fija al engranaje 1 
tiene una longitud de 1 m y masa despreciable. (1) Si se aplica una 
fuerza de 2 N al extremo de la palanca, tal como se ve en la figura, ¿cuál 
será la aceleración angular de los engranajes 1 y 2? (b) ¿Qué fuerza ha 
de aplicarse tangencialmente al extremo del engranaje 2 para evitar 
que el engranaje gire? "EN 





FIGURA 9.66 Problema 99 


10 **+* APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO Como ingeniero jefe de diseño de una compañía de juguetes, 
usted se encarga de diseñar un bucle para niños. La idea, como se 
muestra en la figura 9.67, consiste en que la bola de radio r y masa m 
ruede sin deslizarse por el carril inclinado y el bucle. La bola parte del 
reposo a una altura /. El radio del bucle es R. Determinar la altura mí- 
nima %1, en función de R y r, para que la bola permanezca siempre en 
contacto con el carril a lo largo de todo el bucle. (No desprecie el ta- 
maño de la bola.) 





FIGURA 9.67 Problema 100 





RODADURA CON DESLIZAMIENTO 





10m  ** Enuna bolera se lanza una bola de masa M y radio R de tal 
modo que en el instante en que toca el suelo se está moviendo horizon- 
talmente con una velocidad v, sin rodar. La bola se desliza durante un 
tiempo t, a lo largo de una distancia s, antes de empezar a rodar sin des- 
lizamiento. (a) Si y, es el coeficiente de rozamiento por deslizamiento 
entre la bola y el suelo, calcular BE Y la velocidad final O, de la bola. 
(b) Determinar la relación entre la energía cinética final e inicial de la 
bola. (c) Hallar estas magnitudes para 0, = 8 m/s y q, = 0,06. 


1w2  ** PÓNGALO EN SU CONTEXTO Una bola de billar de radio r 
se encuentra inicialmente en reposo sobre una mesa de billar horizontal 
(figura 9.68). Se la golpea mediante un taco que desarrolla una fuerza de 
módulo F, durante un tiempo muy corto Af, El taco golpea la bola en un 
punto situado a una distancia h del punto de contacto con la mesa. 
Demostrar que la velocidad angular «w, está relacionada con la veloci- 
dad lineal inicial del centro de masas ¿N poro, =(5/2v. (M-5r fr. 
Utilizando valores razonables para )1, r y o, estimar el ritmo de rotación 
de la bola justo después del golpe. 





FIGURA 9.68 Problema 102 


13  ** Unapelota esférica uniforme se pone en rotación respecto a 
un eje horizontal con una velocidad angular w, y se deja en reposo sobre 
el suelo. Si el coeficiente de rozamiento por deslizamiento entre el suelo 
y la pelota es u é calcular la velocidad del centro de masas de la pelota 
cuando ésta comienza a rodar sin deslizamiento. 


10%  ** Una pelota sólida homogénea con una masa de 20 g y un 
radio de 5 cm descansa sobre una superficie horizontal. En dirección ho- 
rizontal y a una distancia de 9 cm sobre la superficie se aplica a la bola 
una fuerza instantánea. La fuerza crece linealmente desde 0 hasta un 
valor máximo de 40 000 N en 10? s, y después decrece linealmente a O 
en 10* s, (a) ¿Cuál es la velocidad de la pelota después del impacto? 
(b) ¿Cuál es la velocidad angular de la pelota después del impacto? 
(c) ¿Cuál es la velocidad de la pelota cuando comienza a rodar sin des- 
lizamiento? (4) ¿Durante cuánto tiempo la pelota se ha deslizado sobre 
la superficie? Supóngase que q = 0,5. 


1  ** Unabola de billar de 0,16 kg y radio 3 cm es golpeada por 
el taco mediante un impulso horizontal que pasa por su centro. La 
velocidad inicial de la bola es de 4 m/s. El coeficiente de rozamiento 
cinético es 0,6. (2) ¿Durante cuántos segundos se desliza la bola antes 
de que comience a rodar sin deslizamiento? (b) ¿Qué distancia reco- 
rre deslizándose? (c) ¿Cuál es su velocidad cuando comienza a rodar 
sin deslizamiento? "33W" 


106  ** Unabola de billar inicialmente en reposo recibe un golpe 
instantáneo mediante un taco. El impulso es horizontal y se aplica 
a una distancia 2R /3 por debajo de la línea central (figura 9.69). La 
velocidad inicial de la bola es v, y el coeficiente de rozamiento ci- 
nético y... (a) ¿Cuál es la velocidad angular inicial w,? (b) ¿Cuál es la 
velocidad de la bola una vez que comienza a rodar sin desliza- 
miento? (c) ¿Cuál es la energía cinética inicial de la bola justo des- 
pués del golpe? 
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FIGURA 9.69 Problema 106 


107 —** Selanza por la pista de una bolera una bola de radio R con 
una velocidad inicial v, y una velocidad angular de rotación «, = 30, 
hacia adelante. El coeficiente de rozamiento cinético es y... (a) ¿Cuál es 
la velocidad de la bola cuando comienza a rodar sin deslizamiento? 
(b) ¿Durante cuánto tiempo se ha deslizado la bola antes de que em- 
piece a rodar sin deslizamiento? (c) ¿Qué distancia ha recorrido la bola 


por la pista antes de que comience a rodar sin deslizamiento? 


PROBLEMAS GENERALES 





108 e* Con objeto de poner en marcha un tiovivo, se enrolla una 
cuerda alrededor de él y se tira de la misma. Se ejerce durante 12 5 una 
fuerza de 260 N sobre la cuerda. Durante este tiempo, el tiovivo, que 
tiene un radio de 2,2 m, realiza una rotación completa. (a) Hallar la ace- 
leración angular del tiovivo suponiendo que es constante. (b) ¿Qué mo- 
mento ejerce la cuerda sobre el tiovivo? (c) ¿Cuál es el momento de 
inercia del tiovivo? 


19  ** Un bastón uniforme de 2 m de longitud se apoya sobre el 
hielo formando un ángulo de 30” con la superficie horizontal. El bastón 
cae desde el reposo, manteniendo en todo momento su extremo inferior 
en contacto con la superficie del hielo. ¿Qué distancia se ha movido este 
extremo del bastón mientras el bastón cae completamente sobre la su- 
perficie helada? Supóngase que el hielo no ejerce rozamiento. 


mo  **e Un disco uniforme de radio 0,12 m y masa 5 kg tiene un eje 
central de modo que puede girar libremente a su alrededor. Se enrolla una 
cuerda alrededor del disco y se tira de ella con una fuerza de 20 N (figura 
9.70). (4) ¿Cuál es el momento ejercido sobre el disco respecto al eje de ro- 
tación? (b) ¿Cuál es la aceleración angular del disco? (c) Si el disco parte 
del reposo, ¿cuál es su velocidad angular después de 5 s? (4) ¿Cuál es su 
energía cinética después de 5 s? (e) Hallar el ángulo total 8 que gira el disco 
en 55. (f) Demostrar que el trabajo realizado por el momento, 7 A8, es igual 
a la energía cinética. 





FIGURA 9.70 Problema 110 
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m  ** Unabarra de 0,25 kg y longitud 80 cm está suspendida de un 
pivote por uno de sus extremos. 5e considera que el pivote no tiene ro- 
zamiento. La barra se mantiene horizontal y se deja caer. 
Inmediatamente después de su liberación, (a) ¿cuál es la aceleración del 
centro de la barra? (b) ¿Y la aceleración inicial de un punto del extremo 
de la barra? (c) Determinar la velocidad lineal del centro de masas de la 
barra cuando está en posición vertical, 


n2  ** Unabolita de masa M y radio R rueda sin deslizamiento hacia 
abajo por la pista de la izquierda desde la altura h,, como indica la figura 
9.71. La bolita sube entonces por la pista sin rozamiento de la derecha 
hasta una altura h.,. Determinar h.,. 





FIGURA 9.71 Problema 112 


m3  ** Un disco uniforme con una masa de 120 kg y un radio de 
1,4 m rueda inicialmente con una velocidad angular de 1100 
rev'min. (4) A una distancia radial de 0,6 m del eje se aplica una 
fuerza tangencial. (4) ¿Qué trabajo debe realizar esta fuerza para de- 
tener el disco? (b) Si la rueda se detiene en 2,5 min, ¿qué momento 
produce la fuerza? ¿Cuál es el módulo de la fuerza? (c) ¿Cuántas re- 
voluciones da la rueda en estos 2,5 min? “SSW 


m4  ** Untiovivo de un parque tiene una plataforma circular de 
4,00 m de diámetro y una masa de 240 kg. Cuatro niños que corren 
a su alrededor empujan tangencialmente la plataforma hasta que el 
tiovivo, partiendo del reposo, alcanza una velocidad estacionaria de 
2,14 rev min. (a) Si cada niño ejerce una fuerza de 26 N, ¿qué dis- 
tancia han recorrido? (b) ¿Cuál es la velocidad angular del tiovivo? 
(c) ¿Cuánto trabajo ha realizado cada niño? (4) ¿Cuál es la energía ci- 
nética del tiovivo? 


mw  ** Unaro de masa 1,5 kg y radio 65 cm tiene una cuerda enro- 
llada a su circunferencia y está apoyado en posición plana sobre una 
mesa horizontal sin rozamiento. Se tira de la cuerda con una fuerza de 
5 N y la cuerda no se desliza sobre el aro. (4) ¿Qué distancia recorrerá el 
centro del aro en 3 s? (b) ¿Cuál es la velocidad angular del aro respecto 
á su centro de masas al cabo de 3 s? 


m6  ** Una rueda vertical de molino está constituida por un disco 
uniforme de masa 60 kg y 45 cm de radio. Posee un manubrio de 65 cm 
de radio y de masa despreciable. 5e une un peso de 25 kg al manubrio 
cuando éste se encuentra en posición horizontal. Despreciando el roza- 
miento, calcular (12) la aceleración angular inicial de la rueda y (b) su ve- 
locidad angular máxima. 


117 e* Un disco uniforme de radio R y masa M pivota alrededor 
de un eje horizontal que pasa por su borde, paralelamente al eje de si- 
metría, de tal manera que puede oscilar libremente en un plano ver- 
tical (figura 9.72). Desde una posición de reposo, con su centro de 
masas a la misma altura que el pivote, se deja caer. (1) ¿Cuál es la ve- 
locidad angular del disco cuando su centro de masas está directa- 
mente por debajo del pivote? (b) ¿Qué fuerza ejerce el pivote en ese 
momento? 








FIGURA 9.72 Problema 117 


m8  ** APLICACIÓN A LA INGENIERÍA El techo del comedor de la 
residencia de estudiantes del colegio St. Mary se sostiene gracias a 
vigas de madera reforzadas que tienen la forma que se muestra en la 
figura 9.73. Cada viga vertical tiene una longitud de 365 cm y una an- 
chura de 61 cm. Cada viga horizontal tiene una longitud de 183 cm y 
una anchura de 61 cm. Las vigas verticales tienen una masa de 350 kg 
y las vigas horizontales de 175 kg. Cuando se estaban instalando, una 
de las estructuras empezó a caer antes de que fuera anclada (afortuna- 
damente los trabajadores consiguieron sujetarla antes de que cayera 
del todo). (1) Si empezó a caer desde una posición vertical, ¿cuál fue la 
aceleración angular inicial de la estructura? Supongamos que el pie no 
resbaló y que la caída ocurría en el plano vertical definido por las vigas 
vertical y horizontal de la figura. (b) ¿Cuál fue la aceleración lineal ini- 
cial de la viga horizontal en el extremo derecho de la misma cuando la 
estructura empezaba a caer? (c) ¿Cuál fue la componente horizontal de 
esta aceleración? (4) Suponiendo que los trabajadores agarraron la viga 
antes de que cayera, estimar la velocidad de rotación cuando la aga- 
rraron. 


*——— 183 cm ——+ 





rl 


ern 
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m9  ** PÓNGALO EN SU CONTEXTO Usted participa en una liga de 
bolos con sus amigos. De vez en cuando, observa que su bola rueda sin 
deslizamiento de nuevo hacia usted sobre la parte plana del carril. En el 
movimiento de vuelta, justo cuando la bola empieza a subir por la parte 
inclinada del carril, su velocidad es de 3,7 m/s. La longitud de esta 
parte inclinada es 2,5 m. El radio de la bola es 11,5 cm. (2) ¿Cuánto vale 


la velocidad angular de la bola justo antes de subir por la parte incli- 
nada del carril? (b) Si la velocidad con la que la bola llega al extremo su- 
perior del carril inclinado es de 0,4 m/s, ¿cuál es el ángulo que forma 
con la horizontal la parte inclinada del carril? "sswe 


120  *s Lafigura 9.74 muestra un cilindro hueco de longitud 1,8 m, 
masa 0,8 kg y radio 0,2 m. El cilindro puede girar libremente alrededor 
de un eje vertical que pasa por su centro y es perpendicular al eje del 
cilindro. Dentro del cilindro existen dos masas de 0,2 kg cada una, co- 
nectadas a sendos muelles, de constante k y longitudes naturales 0,4 m. 
Las paredes interiores del cilindro carecen de rozamiento. (1) Deter- 
minar el valor de la constante elástica del muelle sabiendo que las 
masas están localizadas a 0,8 m del centro del cilindro cuando éste gira 
a 24 rad/s. (b) ¿Qué trabajo es necesario para que el sistema pase de 
w=0aw= 24 rad/s? 


A 


| 
0,8kg 0,2 kg | 0,2 kg 





4 


0,4 m — 


FIGURA 9.74 Problemas 120 y 123 


1m1  ** Unexperimento de clase muy común consiste en mante- 
ner una regla de un metro de longitud en posición horizontal aga- 
rrándola con la mano por uno de sus extremos con unas monedas 
repartidas uniformemente a lo largo de toda su longitud. A medida 
que pasa el tiempo, la persona que sostiene la regla se cansa y, poco 
a poco, la mano va relajandose, de forma que la regla empieza a 
rotar lentamente entorno al punto de agarre. Suponiendo que este 
proceso se haga de forma regular, se observa que las monedas que 
están más allá de una cierta distancia del eje de rotación caen y las 
que están más cerca no. Supongamos que la demostración se repite 
sin monedas. (2) ¿Cuál es la aceleración inicial del extremo libre de 
la regla?, (b) ¿A qué distancia del extremo de la regla la aceleración 
inicial es mayor que 9? 'S3wF 


12 —** Una barra metálica sólida de 1,5 m de longitud puede 
girar libremente sin rozamiento alrededor de un eje horizontal fijo, 
perpendicular a la barra y que pasa por un extremo. El otro extremo 
se mantiene en posición horizontal. Una serie de pequeñas monedas 
de masa 11 se sitúan sobre la barra a 25 cm, 50 cm, 76 cm, 1 m, 1,25 m 
y 1,50 m desde el soporte. Se deja ahora caer el extremo libre. 
Calcular la fuerza inicial ejercida sobre cada moneda por la barra. La 
masa de las monedas es despreciable en comparación con la masa de 
la barra. 


123  ** Supongamos que en el sistema descrito en el problema 120, 
las constantes elásticas de los muelles son, para cada uno, k = 60 N/m. 
El sistema parte del reposo y, lentamente, acelera hasta que las masas se 
encuentran a 0,8 m del centro del cilindro. ¿Qué trabajo se ha realizado 
en este proceso? 


124 +... Una cuerda se enrolla alrededor de un cilindro uniforme de 
radio R y masa M que descansa sobre una superficie horizontal sin ro- 
zamiento. 5e tira horizontalmente de la cuerda desde la parte superior 
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con una fuerza F, (4) Demostrar que la aceleración angular del cilindro 
es el doble que la necesaria para rodar sin deslizamiento, de modo que 
el cilindro se desliza hacia atrás contra la mesa. (b) Determinar el mó- 
dulo y dirección de la fuerza de rozamiento entre la masa y el cilindro 
necesaria para que el cilindro ruede sin deslizamiento. ¿Cuál es la ace- 
leración del cilindro en este caso? 


125 **+* HOJA DE CÁLCULO Calculemos la posición y de la carga 
atada al extremo del torno del ejemplo 9.8 en función del tiempo me- 
diante una integración numérica. Para llevarlo a cabo, obsérvese que 
v(y) = dy / dt, o bien 


y 1 N 1 
t= | — 
o uy) i=00(y;) 


donde Ay' es un incremento pequeño, y', y y' = NAy'. Por consi- 
guiente, se puede calcular + en función de y sumando numéricamente. 
Representar gráficamente y frente a ft entre los valores de O y 2 s. 
Suponga M = 10 kg, R = 0,5 m, m, = 5 kg, L = 10 m y m,= 3,5 kg. Use 
Ay" = 0,1 m. Comparar este resultado con el que se obtendría si el cubo 
con el agua cayera en caída libre. 55" 


126 ***e En la figura 9.75 se muestra un ci- 

lindro macizo de masa M y radio R al cual se 

sujeta un segundo cilindro hueco de radio r y 

masa 111. Alrededor del cilindro hueco se enro- 

lla una cuerda. El cilindro macizo descansa 

sobre una superficie horizontal. El coeficiente po 
de rozamiento estático entre el cilindro y la su- 
perficie es y. Si se aplica una ligera tensión a 
la cuerda en dirección vertical, el cilindro 
rueda hacia la izquierda; si la tensión se aplica 
con la cuerda extendida horizontalmente, el cj- 
lindro rueda hacia la derecha. Determinar el 
ángulo que debe formar la cuerda con la hori- 
zontal para que el cilindro permanezca estacionario al aplicar una pe- 
queña tensión a la cuerda. 





FIGURA 9.75 
Problema 126 


127 *** En los problemas donde intervienen poleas con momentos 
de inercia distintos de cero, los módulos de las tensiones de la cuerda a 
ambos lados de la polea no son iguales. El valor distinto de la tensión se 
debe a la fuerza de rozamiento estático 
entre la cuerda y la polea. Sin embargo, la 
fuerza de rozamiento estática no puede ser 
arbitrariamente grande. Si se considera una 
cuerda sin masa enrollada parcialmente al- 
rededor de un cilindro un ángulo Af (me- 
dido en radianes), se puede demostrar que 
si la tensión a un lado de la polea es T y al 
otro lado es T1* (1" > T), el valor máximo de 
1” en relación a T que se puede dar sin que 
la cuerda resbale es T”,,, = Te" %, donde y, | 
es el coeficiente de rozamiento estático, [| 
Consideremos la máquina de Atwood de la 
figura 9.76, donde la polea tiene un radio 
KR = 0,15 m, un momento de inercia ] = 
0,35 kg - m* y un coeficiente de rozamiento 
estático u, = 0,30. (a) Si la tensión en un 
lado de la polea es de 10 N, ¿cuál es la ten- 
sión máxima al otro lado de la polea para 
evitar que la cuerda resbale sobre ella? 
(b) ¿Cuál es la aceleración de los bloques en 
este caso? (c) Si la masa de uno de los blo- 
ques es de 1 kg y ambos bloques se dejan libres, ¿cuál es la masa del otro 
bloque para que la polea gire sin que se produzca deslizamiento de la 
cuerda? (4) ¿Cuál es la aceleración de los bloques en este caso? "S84F 








FIGURA 9.76 
Problema 127 
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128 **+* Un cilindro homogéneo pesado tiene una masa m y un radio 
R. Se va acelerado por una fuerza T que se aplica mediante una cuerda 
enrollada a lo largo de un tambor ligero de radio r unido al cilindro (fi- 
gura 9.77). El coeficiente de rozamiento estático es suficiente para que el 
cilindro ruede sin deslizamiento. (4) Hallar la fuerza de rozamiento. (b) 
Hallar la aceleración a del centro del cilindro. (c) Demostrar que es po- 
sible escoger un valor de r tal que a sea mayor que Tm. (d) ¿Cuál es el 


sentido de la fuerza de rozamiento en las circunstancias descritas en el 
apartado (c)? 


FIGURA 9.77 Problema 128 


129 *** Una barra uniforme de longitud L y masa M puede girar al- 
rededor de un eje horizontal que pasa por uno de sus extremos, como 
se muestra en la figura 9.78. La barra se deja caer desde el reposo 
cuando forma un ángulo 6 = 8, con la vertical. Demostrar que la fuerza 
que ejerce sobre la barra viene dada por F, = 35M g(5 cos 8 — 3c05 8) y 
F, = ¿Mg sen 8, donde F es la componente de la fuerza paralela a la 
barra y FE es la componente perpendicular. 





FIGURA 9.78 Problema 129 
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10.1. Naturaleza vectorial de la rotación 
10.2 Momento de una fuerza y momento angular 
10,3 Conservación del momento angular 


10,4 Cuantización del momento angular 


omo sucede con la conservación de la energía y del momento lineal, la con- 
servación del momento angular es uno de los principios básicos de la Física. 
La evidencia experimental muestra que el momento angular ni se crea ni se 
destruye. 


En este capítulo, extendemos nuestro estudio del movimiento de rotación a 
situaciones en las que la dirección del eje de giro puede variar. La velocidad 
angular, la aceleración angular y el momento de una fuerza se trataron en 
el capítulo 9. Aquí, comenzamos introduciendo la naturaleza vectorial de 
esas magnitudes y del momento angular, que es el análogo rotacional del 
momento lineal. A continuación, demostraremos que el momento resul- 
tante que actua sobre un sistema es equivalente a la tasa de cambio de su 
momento angular, resultado equivalente a la segunda ley de Newton apli- 
cada al movimiento de rotación. Por lo tanto, el momento angular se con- 
serva en los sistemas con momento resultante externo nulo. Lo mismo que 
la conservación del momento lineal, el principio de conservación del mo- 
mento angular es una ley fundamental de la naturaleza relacionada con los 
átomos, las moléculas, partículas subatómicas y fotones. 


331 








EL TELESCOPIO ESPACIAL HUBBLE FUE PUESTO EN 
ÓRBITA Y EN FUNCIONAMIENTO EN 1990, CASI DE 
FORMA INMEDIATA SE DETECTÓ UN FALLO EN EL 
ESPEJO PRIMARIO. En 1993 FUE VISITADO POR 
UNA AERONAVE DE MANTENIMIENTO Y REPARADO. 
DESDE ENTONCES, EL HUBSBLE NOS HA ENVIADO 
IMÁGENES ESPECTACULARES DEL UNIVERSO. EL 
IMPACTO DE ESAS IMÁGENES HA HECHO 
ENRIQUECER Y EXTENDER NUESTRO CONOCIMIENTO 
DEL UNIVERSO. EL TELESCOPIO HUBBLE ES UN 
INSTRUMENTO CIENTÍFICO EXTRAORDINARIO. 
(NASA. ) 


Para apuntar el telescopio Hubble en 





una nueva dirección el telescopio ha 
de rotar. ¿Como se puede conseguir? 
(Véase el ejemplo 10.7) 
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IN) NATURALEZA VECTORIAL DE LA ROTACIÓN 


En el capítulo 9, señalábamos el sentido de rotación respecto a un eje fijo asignando 
signos más o menos para indicar el sentido de la velocidad angular, de un modo 
análogo al utilizado en el capítulo 2 para indicar el sentido de la velocidad en el 
movimiento lineal en una dimensión. Pero cuando la dirección del eje de rotación 
no está fija en el espacio, los signos más o menos no son suficientes para describir 
el sentido de la velocidad angular. Esta insuficiencia se supera tratando la veloci- 
dad angular como un vector e dirigido a lo largo del eje de rotación. Conside- 
remos, por ejemplo, el disco rotatorio de la figura 10.1. Determinaremos el sentido 
de «Y por una convención conocida como la regla de la mano derecha. Se puede ob- 
tener la dirección de «) arrollando los dedos de la mano derecha en la dirección de 
rotación (figura 10.2); el dedo pulgar apunta en- 
tonces en la dirección del eje de rotación en la di- 
rección de «. 

En el capítulo 9, indicabamos la dirección del 
momento de fuerza respecto a un eje asignándole 
un signo positivo o negativo para indicar la direc- 
ción del giro que producía. En este capítulo, defi- 
nimos el momento de una fuerza 7 respecto a un 
punto como una magnitud vectorial y, como su- 
cede con o, la dirección de 7 se especifica me- 
diante la regla de la mano derecha. La ' figura 10.3 muestra una fuerza F que actúa 
sobre una partícula en cierta posición f relativa al origen O. El momento 7 ejercido 
por esta fuerza respecto. al origen O se define como un vector perpendicular al 
plano formado por F y r, de módulo Fr sen b, donde d es el ángulo formado por 
las direcciones de F y de F. Si F y F están en el plano xy, como en la figura 10.3, el 
vector momento tiene la dirección del eje z. Si F está aplicada en el borde de un 
disco de radio r, como muestra la figura 104, el momento tiene la magnitud Fr, y 
está dirigido a lo largo del eje de rotación como se indica. 


PRODUCTO VECTORIAL 


El momento de una fuerza se expresa matemáticamente como el producto vecto- 
rial de Y y F: 


—+ 
—+ 


?=3YPXE 10.1 


El producto vectorial de dos vectores, A y B, se define como un vector C = A X B 
cuyo módulo es igual al área del naralelogramo formado por los dos vectores (figura 
10.5), y cuya dirección es perpendicular al plano que contiene A y B, con el sentido 
dado por la regla de la mano derecha cuando A gira hacia B recorriendo el ángulo 
más pequeño que forman ambos vectores (figura 10.6). Si db es el ángulo entre los dos 
vectores y Ñ un vector unitario perpendicular a cada uno de ellos en el sentido de E, 
el producto vectorial de A y B es 


AXxB= ABsenóñ 10.2 
DEFINICIÓN: PRODUCTO VECTORIAL 


A partir de la definición del producto vectorial, se deduce que 


AXA=0 10.3 


AxB=-BxA 10.4 


Debe señalarse especialmente que es importante el orden en que se multiplican 
los dos vectores. Á continuación, mencionaremos algunas de la propiedades del 
producto vectorial de dos vectores. 








FIGURA 10.1 





(0) 





FIGURA 10.2 (7) Cuando los dedos de la 
mano derecha siguen el sentido de la rotación, 
el pulgar extendido apunta en la dirección de 
c. (b) Esta dirección coincide también con el 
avance de un tornillo ordinario. 





.. 
FIGURA 10.3 SiF y r son 
perpendiculares al eje z, entonces 7 es paralelo 
al eje z. 








FIGURA 10.4 
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FIGURA 10.5 El producto vectorial 
AxB es un vector é perpendicular tanto a A 
como a B, y de módulo AB sen , que es igual 
al área del paralelogramo indicado. 


FIGURA 10.6 Ladirección de A Xx B 
viene dada por la regla de la mano derecha 
cuando los dedos giran desde A hacia B alo 
largo del ángulo q. 


FIGURA 10.7 


ESTRATEGIA DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


Calcular el producto vectorial de dos vectores 


PLANTEAMIENTO A veces es más fácil calcular el producto vectorial de dos 
vectores utilizando A X B = AB send ñ. Otras veces es preferible calcularlo 
utilizando las componentes cartesianas de los vectores. 


SOLUCIÓN 
1. El producto vectorial satisface la propiedad distributiva de la suma: 


Ax(B+C0)=AxXB+AxC 10.5 


Si A y B son funciones de t, la derivada del producto vectorial sigue la 
regla típica para la derivada del producto de dos funciones: 


dato > dB dA > 
AXB)=|Ax—|+|—xB 
A ) dt ) ( dt ) 


Los vectores unitarios i, j y k (figura 10.7) son mutuamente 
perpendiculares y los productos vectoriales entre ellos son: 


rn an Pe e 


ixj=kjxk=1iykxi=/ 10.74 


(invirtiendo el orden de los productos da j Xx i=—k,kXxj =-i y 
i X k = —j, de acuerdo con la ecuación 10.4. Una herramienta para 
recordar esto se da en la figura 10.8). Además, 


A ss me 


it=ta te Ea ls y 10.7b 


COMPROBACIÓN Asegúrese de que los resultados obtenidos tienen sentido. 
Por ejemplo, el resultado del producto vectorial de dos vectores es un vector 
que es perpendicular a cada uno de ellos. Además, es conveniente comprobar 
que no se ha invertido el orden del producto, pues ello podría dar lugar a un 
cambio de signo en el vector resultante y, por tanto, a un cambio de dirección. 


OBSERVACIÓN Cualquier sistema de coordenadas para el cual las 
ecuaciones 10.74 y 10.7b son válidas se denomina sistema de coordenadas de 
la mano derecha (figura 10.9). En este libro sólo se utiliza el sistema de 
coordenadas de la mano derecha. 





e 


A, 
sa? 


FIGURA 10.8 5e puede calcular el 
producto vectorial entre los vectores unitarios 
cartesianos siguiendo el orden de esta figura 
en el sentido de las flechas (horario) 

(í pd j - k). 51 lo seguimos en sentido 
contrario, el producto tendrá un signo 
negativo (í x k= —¡). 








Sistema de la mano derecha (i xj =k) 





Sistema de la mano izquierda (1 xj 4k) 
PA A mz er €ágIígI 
FIGURA 10.9 Sistema de coordenadas 
de la mano derecha y de la mano izquierda. 

En este libro sólo utilizaremos el de la mano 
derecha. 
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IA Producto escalar y vectorial 
SIA =3j,A Xx B =09i,y A-B = 12, determinar B. 


PLANTEAMIENTO Expresar B en sus componentes cartesianas y despejar cada una de ellas 
a partir de la información anterior. 


SOLUCIÓN 


1. Expresar B en sus componentes. El trabajo consiste en E= B, ¡+ B, j E Bk 
despejar cada una de ellas: 


2. Nos dan A: B = 12, Calculamos A + B utilizando la ecuación A-B= 31 , (B,i + Bj + B.k) = 3B,j ¡+ 3B,j=j + 3B_j + k 


6.15 y simplificamos: = a 
die = 0 + 3B, +0 =3B, 

3. Igualamos el resultado anterior a 12 y despejamos B ;: 3B,=12, porlotanto, B,=4 
4. Nos dan A X B = 91. Calculamos A X B utilizando las AJER= 3j X (B,i + Bj + B_k) = 3B,j xi+ 3B,j xj+ 3B.¡ x k 

ecuaciones 10.72 y 10.7b, y simplificamos: = 3B (-£) + 3B (0) +8) =9p > 3BÉ 
5. Igualamos el resultado anterior a 91 y despejamos las A A Bo 91 . 

componentes de B: 3B_i - 3B.k =39i  porlo tanto, 

B.=3yB_=0 


A A 4j + 3k 


COMPRO BACIÓN El a” vectorial de dos vectores cualesquiera es un vector perpen- 
dicular a ambos (excepto cuando el resultado del producto es cero). Puesto que Ax B =3t, 

es de esperar que B sea perpendicular a ¡, lo que significa que la componente x de B debe- 
ría ser cero. El valor obtenido de B concuerda con lo esperado. 


102 A UU :y 0 
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La figura 10.10 muestra una partícula de masa m que se mueve con velocidad v en 
una posición f relativa al origen O. El momento lineal de las partículas es p = m0. 
El momento angular L de la partícula respecto al origen O se define como el pro- 
ducto vectorial de F y p: 


—. 


L=*Xxp 10.8 


DEFINICIÓN: MOMENTO ANGULAR DE UNA PARTÍCULA : 
Véase el 


Apéndice de matemáticas 


para más información sobre 


Trigonometría 





FIGURA 10.10 


Momento de una fuerza y momento angular SECCIÓN 


Si f y p son ambos perpendiculares al eje z, como en la figura 10.10, entonces E 
es paralelo al eje z y viene dado por L = f X p = mor send k. Lo mismo que el 
momento de una fuerza, el momento angular se define respecto a un punto del espa- 
cio; en este caso el momento angular se define respecto al origen. 

La figura 10,11 muestra una partícula de masa m ligada a un disco circular de 
masa despreciable que está en el plano xy con su centro en el origen. El disco gira al- 
rededor del eje z con velocidad angular w. La velocidad v de la partícula y el módulo 
de su velocidad angular w vienen relacionados por la expresión v = rw. El momento 
angular de la partícula respecto al centro del disco es 
L=F*xp=7Xxm0 = rmvsen90" k = rmuk = mr?wk = mr”? 

Nota: en este ejemplo el vector momento angular tiene la misma dirección y sen- 
tido que la velocidad angular. 

Como mr? es el momento de inercia de una sola partícula respecto al eje z, resulta: 


— 


L = m0 = lw 


Este resultado no es válido para el momento angular alrededor de un punto 
cualquiera del eje z. La figura 10.12 muestra el vector momento angular L” para la 
misma partícula ligada en el mismo disco, pero referido a un punto del eje z que 
no coincide con el centro del círculo. En este caso, el momento angular no es para- 
lelo a la velocidad angular v, la cual está dirigida a lo largo del eje z. 





FIGURA *?0.12 FIGURA 10.13 


En la figura 10.13, hemos añadido una segunda partícula de igual masa que se 
mueve en el mismo disco. Los vectores momento angular, L; y L,, están represen- 
tados respecto al mismo punto O”. El momento angular total L' = L; + L, del sis- 
tema formado por las dos partículas es de nuevo paralelo a la velocidad angular o». 
En este caso, el eje de rotación, el eje z, pasa a través del centro de masas del sistema 
de las dos partículas, y la distribución de masa es simétrica respecto a este eje, que se 
denomina eje de simetría. Para cualquier sistema de partículas que gira alrededor de 
un eje de simetría, el momento angular total (que es la suma de los momentos angu- 
lares de las partículas individuales) es paralelo a la velocidad angular y viene dado por 


L = 10 10.9 
MOMENTO ANGULAR DE UN SISTEMA QUE GIRA ALREDEDOR DE UN EJE DE SIMETRÍA 
donde / es un escalar.* 


* En tratamientos más avanzados, la ecuación 10.9 es válida respecto a cualquier eje, pero [ es un tensor de orden 3, 


FIGURA 10.11 


10 


2 
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Eiemplo 102 Momento angular respecto al origen 


Determinar el momento angular respecto al origen en las siguientes situaciones. (1) Un coche 
de masa 1200 kg se mueve en un círculo de 20 m de radio con velocidad de 15 m/s. El cír- 
culo se halla en el plano xy, centrado en el origen. Visto desde un punto situado en la parte 
positiva del eje z, el coche se mueve en sentido antihorario. (b) El mismo coche se mueve con 
velocidad v = —(15 m/s)í a lo largo de la línea y = y, = 20 m, en el plano xy, paralela al eje 
x. (c) Un disco en el plano xy de radio 20 m y masa 1200 kg gira con la velocidad angular de 
0,75 rad /'s alrededor de su eje, que es el eje z. Visto desde un punto situado en la parte posi- 
tiva del eje z, el disco se mueve en sentido antihorario. 


PLANTEAMIENTO En los apartados (a) y (b) úsese la relación L=Fx p, pues considera- 
mos el coche como una partícula puntual. En el apartado (c) úsese L = le, pues describimos 
el disco como un cuerpo rígido no puntual. Para determinar la dirección de L, representar 
gráficamente los vectores p y f, y aplicar la regla de la mano derecha. 


SOLUCIÓN 

(a) Y y p son perpendiculares y L=7FXp= rmvsen90k 
r X p tiene la dirección z = (20 m)(1200 kg)(15 m/s)k 
positiva (figura 10.14): == uz 





3,6 x 10” 


(b) 1. El mismo coche se mueveenel  F=xi+ yj =xi+ Ya] 
sentido decreciente de x a lo P = m0 = —mvi 
largo de la línea y = 20 m. 
Expresamos f y p en función 
de los valores unitarios: 
2. Calcular y X p (figura 10.15): ESTA p = (xi + 4,7) Xx (—mvi) 
= —xmvli X 1) — y mo(j xi) 
= 0 — y mo(—k) = yymok 
= (20 m)(1200 kgX(15 m/s)k 
=| 3,6 x 10% kg - m?/s k 
(c) Utilizar L = 16 L = 16 = lok = 1mR?uk 
(figura 10.16): = 1(1200 kgX(20 m)*(0,75 rad/s)k 


=| 18 x 10% kg + m?/s É 





COMPROBACIÓN En el apartado (c), la velocidad de un punto situado en el borde 
del disco es v = Re =15 m/s, la misma velocidad que el coche en los apartados (1) y 
(b). El momento angular del disco que rota es menor que el del coche, pues virtual- 
mente toda la masa del disco está distribuida a menos de 20 m del eje de rotación. 


OBSERVACIÓN El momento angular del coche que se mueve circularmente en el 
apartado (a) es el mismo que el del coche que se mueve en línea recta en el apartado (b). 


Hay varios resultados adicionales que se refieren al momento y al momento an- 
gular de un sistema de partículas. El primero de ellos es 


— dla, 

Teto ext ES di 10.10 
El momento externo neto respecto a un punto fijo que actúa sobre un sis- 
tema es igual a la tasa de cambio del momento angular del sistema respecto 
al mismo punto. 


SEGUNDA LEY DE NEWTON PARA EL MOVIMIENTO DE ROTACIÓN 








FIGURA 10.14 





FIGURA 10.15 








FIGURA 10.16 
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En la ecuación 10.10, el momento externo neto respecto a un punto es el vector suma de 
los momentos externos respecto a ese punto que actúan sobre el sistema. Si se integran los 
dos términos de esta ecuación con respecto del tiempo, se obtiene 


a t 
AE ¿ct iS | Teto ext dt 10.11 


ECUACIÓN IMPULSO ANGULAR: MOMENTO ANGULAR 


bs 
La ecuación 10.11 es el análogo rotacional de la ecuación 8.11, AP... = | a. 


É 
Con frecuencia resulta útil dividir el momento angular total de un sistema alre- 
dedor de un punto arbitrario O en el momento angular orbital y el momento an- 
gular de espín: 


—. —y — 


10,12 
MOMENTO ANGULAR DE ESPÍN Y ORBITAL 


sist di E bital 3 E espín 


La Tierra tiene un momento angular de espín debido al movimiento de rotación 
alrededor de su eje y un momento angular orbital respecto del centro del Sol de- 
bido a su movimiento orbital alrededor de éste (figura 10.17). El momento angular 
total de la Tierra relativo al Sol es el vector suma del momento angular de espín y 
del momento angular orbital. a. el momento angular de un sistema alrededor 
de su centro de masas y L_.,... es el momento angular de una partícula puntual de 
masa M localizada en el centro de masas del objeto y que se mueve a la velocidad 


que tendría el centro de masas. Es decir 


xXx MD. 10.13 


ml 
orbital cr cm 


DEFINICIÓN: MOMENTO ANGULAR ORBITAL 


En el capítulo 9, los momentos no se calcularon respecto a puntos sino respecto 
a ejes. La relación entre el momento respecto a un eje y el momento respecto a un 
punto es directa. Si el punto O es el origen y una fuerza F ejerce un momento 7 
respecto de O, entonces 7, (la componente z de 7) es el momento de fuerza de F 
respecto al eje z 

Tratar con las componentes de un producto vectorial requiere un cuidado espe- 
cial. Si 7 = F X F, entonces 


Ey ij Ey 10.14 
MOMENTO RESPECTO DEL EJE z 
donde qt PLE a F_ (véase la figura 10.18) son las componentes de los vectores de 


T, Y, y F. (La componente en una dirección determinada es la componente escalar en 
esa dirección por el vector unitario en la misma dirección. Por ejemplo, 7. = 7_k.) 

Y, es la componente de r en la dirección radial positiva desde el eje z hacia el nio 
donde está la masa y F_ esla componente de F en el plano xy (el plano perpen- 
dicular al eje 2). (E. =F-F k). La relación entre el momento angular respecto a 
un eje y el momento angular respecto a un punto es también directa. Si el momento 
angular de una partícula puntual respecto al origen es L = F X p, entonces el mo- 
mento angular de la partícula respecto al eje z es 


E: = X Po 10.15 


z Pad 


MOMENTO ANGULAR RESPECTO DEL EJE z 





FIGURA 10.17 El momento angular 
total de la Tierra respecto al centro del Sol es 
la suma del momento angular de espín y el 
momento angular orbital. 


No confundir momento de una 
fuerza respecto a un punto con 


momento respecto a un eje. El momento 
de una fuerza respecto al eje z es la 
componente z del momento de la fuerza 
respecto a cualquier punto del eje z. 





FIGURA 10.18 
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donde Ps es la componente del momento lineal p perpendicular al eje z 
Poy p= p. k). Tomando las componentes z en ambos términos de la ecuación 
10.10, nos da 

Td extz e <Ñ 10,16 


Si un objeto simétrico rígido gira alrededor del eje z, L sa - = Le, donde |_ es el mo- 
mento de inercia alrededor del eje z. Sustituyendo esta relación en la ecuación 10.16, da 


¿CA d Ho” — 
Tuetoextz dt sn 37100) e La 10.17 

donde el vector aceleración angular « se define como a = do/dt. (La ecuación 
10.17 es la forma vectorial de la ecuación 9.18.) 

En un sistema de partículas, el momento angular total respecto al eje z es igual 
a la suma de los momentos angulares respecto al eje z de las partículas individua- 
les. Asimismo, el momento total respecto al eje z es la suma de los momentos res- 
pecto al eje z que actúan sobre el sistema. 





(Dick Luria/Science Source/Photo Researchers.) 





UA La máquina de Atwood revisada 


Una máquina de Atwood consta de dos bloques de masa m, y m, (m, > m,) conectados por 
una cuerda de masa despreciable que pasa por una polea que carece de rozamiento. La polea 
es un disco uniforme de masa M y radio R. La cuerda no se desliza por la polea. Aplicar la 
ecuación 10.16 al sistema formado por los dos bloques, la cuerda y la polea para determinar 
la aceleración angular de ésta, así como la aceleración lineal de los bloques. 





PLANTEAMIENTO Consideramos la polea y los bloques en el plano xy, con el eje z hacia fuera 
de la página y pasando por el centro de la polea en el punto O, como se muestra en la figura 
10.19. Calculamos los momentos de las fuerzas y los momentos angulares respecto al eje z y 
aplicamos la segunda ley de Newton para el movimiento angular (ecuación 10.10). Como m, es 
mayor que 1, el disco girará en sentido contrario a las agujas del reloj, lo que corresponde a un 
sentido de ey en la dirección z positiva hacia fuera de la página. Todas las fuerzas están en el 
plano xy, de modo que todos los momentos están dirigidos a lo largo del eje z. También las ve- 
locidades se hallan en el plano xy, por lo que todos los vectores momento angular también tie- 
nen la dirección de z. Como los momentos de las fuerzas, la velocidad angular y los momentos 
angulares son todos ellos vectores dirigidos a lo largo del eje z, podemos olvidar su naturaleza 
vectorial y tratar el problema como si fuera unidimensional, con valor positivo asignado al mo- 
vimiento antihorario y negativo al movimiento horario. La aceleración a de los bloques está re- 
lacionada con la aceleración angular a: de la polea por la condición no deslizante a = Ra. 





ESO E___E «A A o A 


FIGURA 10.19 


SOLUCIÓN 


1. Sea nuestro sistema todo aquello que se mueve. Dibujar un esquema de las fuerzas que 
actúan sobre el sistema (figura 10.20). Los cojinetes de la polea son los únicos elementos 
externos que están en contacto con el sistema. Las fuerzas externas sobre el sistema son, 
por lo tanto, la fuerza normal de los cojinetes de la polea en la polea y la fuerza de la 
gravedad sobre los dos bloques y la polea: 


aL. 
2. Expresar la segunda ley de Newton de la rotación, para la NT db 
componente z (ecuación 10.16): ; 
3. El momento externo total respecto del eje z es la suma de los A A Tay TT TT 


momentos ejercidos por las fuerzas externas. Cada uno de los 
brazos de palanca de F. , y de F, coinciden con R. (Los brazos de 
palanca de las otras dos fuerzas son cero.) F,, = Mg y Ey = Mg: 


0+0 A 2 ml M,gR 


I 


4. El momento angular total respecto del eje z es igual al L,=L+L£>wL, 
momento angular de la polea | L .. más el momento angular del m,oR + m,oR + lo 
bloque 1, L,, y del bloque 2, de ambos en la dirección positiva É 
del eje z. La polea tiene momento angular de espín, pero no 
tiene momento angular orbital porque su centro de masas está 
en reposo, mientras que cada bloque tiene momento angular 
orbital, pero no tiene momento angular de espín. FIGURA 10.20 
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5. Sustituir estos resultados en la segunda ley de Newton NT mm 
para la rotación del paso 2: 


d 
m,¿R — m,gR = qe ny OR + m,oR + Ia) 


m,gR — m,gR = (m, + m,JRa + lo 


6. Relacionar [ con M y R, y usar la condición de ausencia m,2R — m,gR = (mm, + m,JRa + ¿MRS 
de rozamiento para relacionar e con a, y despejar a y a: 
UE ME 


por tanto, d = z 


m, +m +3M 


E, SE mn, q 


mm +m,+3MK 





COMPROBACIÓN Las respuestas son dimensionalmente correctas. Tanto los numeradores 
como los denominadores contienen factores que tienen dimensiones de masa de forma que 
no contribuyen a las dimensiones de los cocientes. Para la primera respuesta, a y g tienen 
dimensiones de L/T?, y para la segunda, e y £/R tienen dimensiones de T”?. 










OBSERVACIÓN (1) Este problema puede resolverse también escribiendo las tensiones T, a 
la izquierda y T, a la derecha y utilizando 7 = la: para la polea (ecuación 10.17), así como 
EF, = ma, en cada bloque. Sin embargo, el uso del momento angular (ecuación 10.16) es más 
fácil, ya que una vez se ha despejado la aceleración, la obtención de las dos tensiones es di- 
recta. (2) Como L, = f, X m,v, (figura 10.21), la dirección de L, se obtiene aplicando la regla 
de la mano derecha (figura 10.6). Además, como 7, = f, X P, (figura 10.21), la dirección de 
7, se obtiene también a partir de la regla de la mano derecha. 










En muchos problemas, las fuerzas, vectores posición y velocidades son todos 
perpendiculares a un eje fijo, de modo que los momentos, velocidades angulares y 
momentos angulares son todas magnitudes vectoriales paralelas a un eje de rota- FIGURA 10.21 
ción que permanece fijo en el espacio. En tales casos, podemos asignar valores po- 
sitivos y negativos a las rotaciones antihorarias y horarias, respectivamente, como 
hicimos en el ejemplo 10.3, y tratar el caso como un problema unidimensional. Sin 
embargo, hay otras situaciones, como el movimiento de un giroscopio, en donde 
las naturalezas vectoriales (multidimensionales) del momento, velocidad angular 
y momento angular son importantes. 





EL GIROSCOPIO 


Un giroscopio (o giróscopo) es un ejemplo común de movimiento en el cual el eje 
de rotación cambia de dirección. La figura 10.22 muestra un giroscopio que con- 
siste en una rueda de bicicleta libre de girar alrededor de su eje. Este eje pivota en 
un punto situado a una distancia D) del centro de la rueda y es libre de girar en 
cualquier dirección. Para poder entender cuantitativamente el complicado movi- 
miento de este sistema, utilizaremos la segunda ley de Newton para la rotación, 


E dL e 
Trcto = gp (GAL =T Ap) 10,18 
junto con las relaciones 
o = E A Mg 
y E —+ 
L = 10, 


donde M es la masa del sistema rueda-eje, F. es el vector de posición del centro 
de masas respecto a O, y 1. y w, son, respectivamente, el momento de inercia y la 
velocidad angular de la rueda respecto a su eje de espín. (El momento de fuerza 
respecto a O sobre el sistema debido a la fuerza normal ejercida por el soporte es 
cero; así, el momento neto respecto a O será igual al momento de la fuerza gravi- 
tacional respecto a O.) FIGURA 10.22 
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De acuerdo con la ecuación 10.18, el cambio del momento angular del sistema va 
en la misma dirección que el momento de fuerza neto que actúa sobre el sistema. 
Queremos describir el movimiento del sistema rueda-eje después de que haya par- 
tido del reposo en la posición horizontal mostrada en la figura 10.22, y lo haremos 
primero sin la rotación de la rueda y luego con la rotación rápida de la rueda. Si la 
rueda no rota en torno a su eje, la ecuación 10.18 predice que tras partir del reposo, 
el sistema rueda-eje se inclinará hacia abajo rotando en torno al eje horizontal que 
pasa a través de O y que es perpendicular al eje. Esta predicción se basa en el si- 
guiente razonamiento. El vector momento de fuerza es horizontal, perpendicular 
al eje y va en la dirección mostrada en la figura 10.22. Tanto la rueda como el eje 
están inicialmente en reposo, de forma que el momento angular inicial E, es Cero. 
En consecuencia, el cambio en el momento angular AL = E, > L es igual al mo- 
mento angular final Es el cual, de acuerdo con la ecuación 10. 18, va en la dirección 
del momento de buena: El vector velocidad angular final «, va en la misma direc- 
ción que Ei Si se coloca el dedo pulgar derecho en la dirección de «,, los dedos 
rotarán en la dirección del movimiento del sistema. 

Si la rueda rota rápidamente en torno a su eje, la ecuación 10.18 predice que tras 
partir del reposo, el sistema rueda-eje rotará lentamente en torno al eje vertical que 
pasa por O, Esta predicción se basa en el siguiente razonamiento. El vector mo- 
mento de fuerza es horizontal, perpendicular al eje 1y hacia el interior de la ij 
como antes. La rueda gira en sentido horario según se ve desde O, de forma que el 
momento angular va en la dirección del eje, pero apuntando en la dirección 
opuesta a O (la dirección de E; se obtiene mediante la regla de la mano derecha). 
Además, de acuerdo con la ecuación 10.18, AL va en la misma dirección que el mo- 
mento de fuerza neto, el cual inicialmente va dirigido al interior de la página (fi- 
gura 10.23a). El momento angular final L, es igual al momento angular inicial más 
el cambio de momento angular. Esto es, 


— 


L¿= L,+ AL 


La dirección de L ¿se muestra en el diagrama de la figura 10.23b. Como la rueda 
gira muy rápido y como contiene gran parte de la masa del sistema, el momento 
angular del sistema rueda-eje está dominado por la contribución del momento an- 
gular de espín de la rueda. Entonces, la ecuación 10.18 predice que el centro de 
masas del sistema rotará en torno al eje vertical que pasa por O y en la dirección 
horizontal en la que se mueve el momento angular total, que es la dirección del 
momento de fuerza. Este movimiento, sorprendente cuando se observa por pri- 
mera vez, se llama precesión. La velocidad angular de precesión w, puede calcu- 
larse del modo siguiente. En un pequeño intervalo de tiempo dt, el cambio 
experimentado por el momento angular tiene el módulo dL: 


dL = 7 dt = MeD dt 


donde MgD es el módulo del momento respecto al punto donde pivota. Según la 
figura 10.23b, el ángulo de barrido por el eje en su movimiento es 


IL rd MgDdi 

dE 1%, A 
L L L 

La velocidad angular de la precesión es, por lo tanto, 

dp _ MgD _ MgD 


= 10.19 
PO de E: Lo. 





Si la velocidad angular de espín de la rueda es muy grande, la precesión será muy 
lenta. 

si mediante la mano impedimos la precesión de un giróscopo que gira, al de- 
jarlo libre éste iniciará el movimiento de precesión con un movimiento de rebote 
hacia arriba y hacia abajo llamado nutación. Este movimiento puede evitarse pro- 
porcionando al eje de rotación del giroscopio una velocidad angular igual a w, (ver 
ecuación 10.19). 








FIGURA 10.23 
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Si el momento externo resultante que actúa sobre el sistema es cero, resulta: 


aL 
— — sist hi 
eat AS di 5 O 
O Sea, 
L_.. = constante 10.20 


=151 


Esta ecuación es un enunciado del principio de conservación del momento angular. 


51 el momento externo resultante respecto a un punto que actúa sobre un 
sistema es cero, el momento angular total del sistema respecto de ese punto 
es constante. 


CONSERVACIÓN DEL MOMENTO ANGULAR 


Este principio es análogo al de conservación del momento lineal. Si un sistema 
está aislado de sus alrededores, de modo que sobre él no actúan fuerzas o momen- 
tos externos, se conservan tres magnitudes: energía, momento lineal y momento 
angular. La ley de conservación del momento angular es una ley fundamental de la 
naturaleza. Incluso a la escala microscópica de la física atómica y nuclear, donde 
la mecánica newtoniana no se cumple, el momento angular de un sistema aislado 
permanece constante en el tiempo. 

A pesar de que la conservación del momento angular es una ley, independiente 
de la tercera Ley de Newton, el hecho de que la suma de los momentos internos 
debe ser cero es eS por la tercera ley. Consideremos las dos partículas de la fi- 
gura 10.26. Sea F, , la fuerza ejercida por la partícula 1 sobre la partícula 2, y 1 Es, la 
ejercida por la partícula 2 sobre la 1. Por la tercera ley de Newton F,, = —F,,. La 
suma de los momentos ejercidos por estas fuerzas respecto al origen O es 


— a =S — a — 


7 ETA RAE AA AE XA E E RX EE) => lr — 7) Ey 
_ El vector f, — r, está dirigido a lo largo de la línea que une las dos partículas. Si 
F,, actúa paralelamente a la línea que une 11, y 11,, E,, y Y, — £, son paralelos o an- 


tiparalelos y, por lo tanto, 


— 


(r, =7)XE,=0 


51 esto es cierto para todas las fuerzas internas, los momentos internos se anulan 
por pares.* 








O FIGURA 10.26 


* No todas las fuerzas se presentan por pares de fuerzas iguales de dirección opuesta. Un ejemplo son las fuerzas mag- 
néticas que las partículas cargadas en movimiento ejercen unas sobre otras. 


e 





FIGURA 10.24 Fotografía múltiple de 
un saltador de trampolín. El centro de masas 
del deportista se mueve a lo largo de una 
trayectoria parabólica después de abandonar 
la tabla. El momento angular está 
suministrado por el momento inicial externo 
ejercido por la fuerza de la tabla. Esta fuerza 
no pasa por el centro de masas del saltador si 
éste se inclina hacia delante al saltar. Si el 
saltador desea dar una o más revoluciones en 
el aire, encogerá sus brazos y piernas para 
disminuir su momento de inercia e 
incrementar, por lo tanto, su velocidad 
angular. (0 The Harold E. Edgerton 1992 Trust.) 


my 








FIGURA 10.25 Patinadora girando 
sobre sí misma. Como el momento ejercido por 
el hielo es pequeño, el momento angular de la 
patinadora es, aproximadamente, constante. 
Cuando reduce su momento de inercia 
acercando sus brazos al cuerpo, su velocidad 
angular aumenta. (Mike Powell/ Getty.) 
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O Un disco girando 





Un disco con momento de inercia l, está girando libremente con velocidad angular inicial 
alrededor de un eje vertical que coincide con su eje de simetría como se muestra en la figura 
10.27. Entonces, cae encima de otro disco con momento de inercia l, que está inicialmente en 
reposo en el mismo eje. Debido al rozamiento superficial, los dos discos finalmente adquie- 
ren una velocidad angular común 6,. Determinar u,. 


Eje sin rozamiento 


PLANTEAMIENTO Determinamos la velocidad angular final a partir del momento angular 
final, que es igual al momento angular inicial, ya que no existen fuerzas exteriores que actúen 
sobre el sistema. La velocidad angular del disco superior se reduce, mientras que la del disco 
inferior se incrementa por la fuerza de rozamiento cinético que actúa entre las superficies. 
Como el rozamiento cinético disipa energía mecánica, es de esperar que la energía mecánica 
total disminuya. 





FIGURA 10.27 


SOLUCIÓN 

1, La velocidad angular final está relacionada con la inicial por el Es=L; 
principio de conservación del momento angular: (1, + Lu, = La, 

2. Despejar la velocidad angular final: id 





COMPROBACIÓN Si I, << 1,, la colisión tendría poco efecto sobre el disco 1. De nuestros re- 
sultados se obtiene, efectivamente, que si (1,/ 1,) > 0, w, > «,. Si L, >> [,, entonces el disco 1 
llegaría a detenerse sin que el disco 2 se moviera apenas. Por lo tanto, si (1, / 1,) > eo, um, — 0, 
como se deduce de nuestros resultados. 


OBSERVACIÓN En el sistema de transmisión de camiones y coches se utilizan discos que 
giran a diferentes velocidades, como muestra la fotografía. 


En el choque de los dos discos del ejemplo 10.4, la energía mecánica no se con- 
serva. Para comprobarlo escribamos la energía en función del momento angular. 
En general, si un sistema con momento de inercia | gira con velocidad angular ww, 
su energía cinética es Las placas rotatorias de la transmisión de un 

58 camión experimentan choques inelásticos 
Ue) durante el embrague. (Dick Luria/FPG 
91 International.) 








K = 310? = 
sustituyendo L por 1w, se obtiene 
Le — 10.21 


Este resultado es análogo al de la energía cinética del movimiento lineal, K = 
p*/2m (ecuación 8.25). La energía cinética inicial en el ejemplo 10.4 es 


y la energía cinética final 


f 


2(1 si 1.) 
Como L, = En la relación entre las energías cinéticas final e inicial es 


K 4 


AR 1 


E LL 


que es menor que uno. Esta interacción de los discos es análoga a una colisión ine- 


lástica unidimensional de dos objetos. 
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Ejemplo IA Fango en tu ojo | Póngalo en su contexto 





| Beny, un estudiante de Física en una escuela de secundaria, es uno de los chicos más pen- 


- dencieros de la escuela durante las horas de recreo, y cuatro de sus compañeros de curso de- 
ciden darle una escarmiento usando la conservación del momento angular. Su plan consiste 
en darle un susto mediante el tiovivo que hay en el patio de la escuela (figura 10.28), y con el 
que Beny se divierte tanto. El tiovivo es un disco de 3 m de diámetro que gira y que tiene un 
momento de inercia de 130 kg - m”. Los cuatro amigos planean subir al tiovivo todos a la vez, 
junto con Beny, situándose en el borde del tiovivo cuando éste gira a 20 rev min. Cuando uno 
de los cuatro dé una señal, los cuatro se moverán hacia el centro de modo que el tiovivo ace- 
lere. Ellos esperan que la aceleración centrípeta despida hacia fuera a Beny antes de que se dé 
cuenta, y que el muchacho caiga en el fango que se ha formado debido a las intensas lluvias 
recientes. Beny es fuerte y rápido, por lo que la aceleración necesaria ha de ser 4e. ¿Funcionará 
su plan? (Suponer que cada estudiante tiene una masa de 60 kg.) FIGURA 10.28 





PLANTEAMIENTO Los cuatro estudiantes, al moverse hacia el centro del tiovivo, disminu- 
yen el momento de inercia del sistema tiovivo-estudiantes. No actúan momentos externos 
respecto al eje sobre el sistema, por lo que el momento angular respecto del eje de rotación 
es constante, es decir, el producto del momento de inercia por la velocidad angular también 
es constante, por lo que la disminución del momento de inercia significa un aumento de la 
velocidad angular. Se usa la velocidad angular para determinar la aceleración centrípeta en 
el borde. Como la dirección del eje de rotación es fija, la dirección del movimiento de rota- 
ción se puede especificar por un signo + 0 —. 





SOLUCIÓN 
1. La aceleración centrípeta depende de la velocidad a. = PR 
angular w y del radio R: 
2. El momento angular se conserva. Si se dan rotaciones L, = L, 
respecto a un eje fijo, L = Ia: L,w, = Lo, 
3. El momento de inercia del sistema es la suma de los e. 3NRS=+ ss = 5(60 kg)(1,5 m) + 130 kg - m* 


momentos de inercia de los estudiantes más el 
momento de inercia del tiovivo. Cada estudiante tiene 
una masa m = 60 kg: 


805 kg - m* 


4. Para determinar el momento de inercia final, I 
suponemos que los cuatro estudiantes se sitúan a una 
distancia de 30 cm del centro de rotación: 


mR? + 4mr? + Ie = (60 kg)(1,5 m) + 4(60 kg1(0,3 m) + 130 kg : m? 
287 kg - m? 


L— 805kg+m' 


5. Usando la conservación del momento angular de O 20 rev/ímin = 56,2 rev/min = 5,88 rad/'s 


q 2 
rotación, se despeja la velocidad angular final: l, 287 kg + m 
6. Á partir de w se obtiene la aceleración centrípeta: a. = *R = (5,88 rad/sP (1,5 m) = 51,9 m/s? 
| lg e 
7. Si se expresa en función de £: a. = 51,9m/s? x = 5,299 =| 5,32 
9,81 m/s” 


8. ¿Acaba Beny cayendo al barro? | Definitivamente, Beny estará sometido a una aceleración mayor | 





| que 4,0g, por lo que caerá y se precipitará sobre el barro. 





COMPROBACIÓN En el borde del tiovivo, los cuatro estudiantes están cinco veces más 
lejos del eje de lo que están cuando caminan hacia el centro. Por tanto, su contribución al mo- 
mento de inercia final del sistema es 1/25 veces su contribución al momento de inercia ini- 
cial. Para conservar el momento angular, esta gran reducción en el momento de inercia será 
compensada por un importante aumento en la velocidad angular. En el paso 5 se ve como se 
| pasa de 20 a 56 rev/min. 


OBSERVACIÓN La velocidad lineal del tiovivo es mayor en el borde que en el centro, ha- 
ciéndose cero en el mismo eje de rotación. En el borde, los estudiantes se mueven en un cír- 
culo. A medida que se mueven hacia el centro acceden a zonas que se mueven más despacio 
que ellos, por lo que ejercen una fuerza sobre el tiovivo que tiende a acelerarlo, mientras que 
el tiovivo ejerce sobre ellos una fuerza que tiende a frenarlos. Las fuerzas de rozamiento es- 
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táticas ejercidas por sus pies ejercen un momento neto sobre el tiovivo, incrementando su 
momento angular respecto el eje de rotación. Igualmente, el tiovivo ejerce unas fuerzas de 
rozamiento estático de igual módulo y de signo contrario sobre los pies de los estudiantes, 
de modo que el momento de estas fuerzas disminuye su momento angular. Los dos mo- 
mentos son de igual módulo y de signo contrario, como también lo son los cambios del 
momento asociados. Así, el momento angular del sistema tiovivo-estudiantes permanece 
constante. 


El momento de inercia del sistema tiovivo-estudiantes disminuye a medida que 
éstos se desplazan hacia el centro. Por lo tanto, el momento de inercia del sistema 
disminuye, mientras que el momento angular es constante y, en consecuencia, a 
partir de la ecuación 10.21 se ve que la energía cinética del sistema tiovivo-estu- 
diantes aumenta. En este caso, el aumento de la energía proviene de la energía in- 
terna de los estudiantes. Caminar radialmente hacia dentro, así como subir una 
cuesta, requiere un consumo de energía interna. 


EIA Más tiovivos Inténtelo usted mismo 


Un niño de 25 kg de masa corre por un jardín con una velocidad de 2,5 m/s, de forma que 
su trayectoria es tangente al borde de un tiovivo de 2 m de radio y de 500 kg + m* de mo- 
mento de inercia, que está inicialmente parado. El niño salta sobre el tiovivo y lo pone en 
movimiento (figura 10,29). Determinar la velocidad angular final del niño y del tiovivo 
cuando se mueven juntos. 


PLANTEAMIENTO Desde el momento en que el niño salta sobre el tiovivo, no hay ningún 
momento que actúe sobre el sistema tiovivo-niño, por lo que el momento angular total del 
sistema respecto al eje de rotación del tiovivo se conserva. La velocidad inicial del tiovivo es 
cero. Como la dirección del eje de rotación está fija, la dirección del movimiento de rotación 
se puede especificar por un signo + 0 —. 





FIGURA 10.239 


SOLUCIÓN 


Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 


Pasos Respuestas 


— 


1. Escribir una expresión para el momento L, =|F 
angular inicial del sistema niño-tiovivo. 
La velocidad angular del tiovivo es 
cero. El niño tiene una masa 1 y 
velocidad v, en la dirección tangencial 
justo en el momento de entrar en 
contacto con el tiovivo. El niño se 
describe como una partícula puntual. 


Xx mo | = Rmv, 


niño 


2. Expresar el momento angular total del L,= 1,0, = (mR? + 1 Jo, 
5 a E 4 e 215 ? mí 
sistema niño-Hovivo en función de su 
velocidad angular final (0. 


3. Igualar las expresiones de los pasos 1 y wm, = AT =| 0,21 rad/s 
Em e 


2, y despejar 0; 


| : nf 
A Ls 


COMPROBACIÓN La velocidad final del niño, al entrar en contacto con el tiovivo, es R (0, = 
0,42 m/s, inferior a la que tenía inicialmente, 2,5 m/s. 





Un astronauta examina el volante mecánico 
PROBLEMA PRÁCTICO 10,1 Calcular las energías cinéticas inicial y final del sistema niño- del telescopio espacial Hubble. (NASA/Goddard 


tiovivo. Space Flight Center.) 
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El telescopio espacial Hubble se apunta a un blanco 
determinado regulando las velocidades de giro de dos 
volantes de 45 kg de ejes distintos que pueden alcanzar las 
3000 rpm. Estas variaciones de velocidad de rotación que 
genera el momento angular que hace virar el telescopio 
espacial a nuevas posiciones están controladas mediante 
programas de ordenador. Este mecanismo de puntería puede 
alcanzar y mantener un blanco en unos 0,005 segundos de 
arco, lo cual equivale a la precisión que tendría un haz 
luminoso emitido en Los Angeles que incidiera y se 
mantuviese sobre una moneda situada en 5an Francisco. 





Ejemplo 10.7 


Una muchacha está sentada sobre un taburete que está sobre una plataforma gira- 
toria sin rozamiento. La muchacha sostiene una rueda de bicicleta (figura 10.30). 
Inicialmente, la rueda y la plataforma están en reposo. Siguiendo las instrucciones 
del profesor, la muchacha mantiene el eje de rotación de la rueda en posición ver- 
tical con una mano, mientras que con la otra hace girar la rueda en sentido an- == >, 
tihorario (visto desde arriba). ¡Sorpresa! En cuanto la rueda empieza a girar, la 
muchacha, el taburete y el eje con la rueda, empiezan a girar en sentido contrario. 
Unos segundos más tarde, la muchacha acciona una palanca de freno que tiene la 
rueda y observa sorprendida como ella, el taburete y el eje con la rueda, dejan de 
girar conforme la rueda se va frenando. Explicar este hecho. 





Girando la rueda Conceptual 








FIGURA 10.30 Cuando la 
muchacha empieza a girar la 
rueda en sentido horario, ¿en qué 
sentido empieza ella a girar? 


PLANTEAMIENTO Como la plataforma rota sin rozamiento no hay momento 
de fuerza externo sobre el sistema plataforma-muchacha-rueda-taburete. Por 
tanto, el momento angular de dicho sistema se conserva. 





SOLUCIÓN 

Inicialmente, el sistema está en reposo, de forma Entonces, el momento angular del resto del sistema debe tener el mismo 

que el momento angular inicial es cero. Cuando la módulo pero dirección opuesta. Por tanto, el momento angular de la muchacha- 
rueda empieza a girar, adquiere un momento taburete-plataforma deberá apuntar hacia abajo, lo que significa que la rotación 
angular de espín dirigido verticalmente hacia deberá ser en sentido horario, es decir, en sentido contrario al giro de la rueda. 
arriba. El momento angular del sistema debe ser Cuando la muchacha acciona el freno, el momento angular de la rueda 

cero. disminuye hasta cero. Para mantener el momento angular del sistema igual a 


cero, la rotación de muchacha-taburete-plataforma deberá disminuir de 
velocidad angular hasta pararse. 


COMPROBACIÓN Una situación análoga se da cuando una muchacha anda sobre una pla- 
taforma que tiene unas ruedas que ruedan sin rozamiento. Cuando la muchacha camina, la 
plataforma avanza en dirección opuesta, pero cuando la muchacha deja de caminar, la pla- 
taforma se para como consecuencia de la conservación del momento angular. 


OBSERVACIÓN El telescopio espacial Hubble se puede orientar hacia diferentes objetivos, en 
diferentes direcciones, debido a las cuatro ruedas que tiene montadas. Las ruedas giran en sen- 
tido horario o antihorario gracias a unos motores eléctricos controlados por ordenador. El te- 
lescopio se orienta en la dirección especificada en las instrucciones dadas por los ordenadores. 





CUA A Tirando por un agujero 


Una partícula de masa m se mueve con velocidad v, en una circunferencia de radio r, sobre 
la superficie de una mesa sin rozamiento. La partícula está atada a una cuerda que pasa a 
través de un agujero de la mesa, como indica la figura 10.31. Tirando de la cuerda lentamente 
hacia abajo, la partícula se mueve en una circunferencia de menor radio P. (a) Determinar la 
velocidad final en función de 0 NR (b) Determinar la tensión de la cuerda cuando la par- 
tícula se mueve en una circunferencia de radio ren función de +, Py el momento angular L. 
(c) Calcular el trabajo realizado sobre la partícula por la tensión T integrando T -d£ desde 
+, a 1, Expresar la respuesta en función de r y L,. 





FIGURA 10.31 
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PLANTEAMIENTO La velocidad de la partícula está relacionada con su momento angular. 
El momento neto es igual a la tasa de cambio del momento angular. La fuerza neta que actúa 
sobre la partícula es la fuerza de tensión T ejercida por la cuerda, la cual siempre está orien- 
tada hacia el agujero. Por lo tanto, el momento respecto al agujero es cero. Así, el momento 
angular respecto a este eje es constante. 


SOLUCIÓN 


(1) La conservación del momento angular relaciona  L,= L, 
la velocidad final con la inicial y los radios 


Md ; MD, = MDF, 
inicial y final: 


por lo tanto, D,= 





qe 
(b) 1. Se aplica la segunda ley de Newton para T=m=— 
relacionar T con v y r. Como se tira muy j 
lentamente de la partícula, su aceleración es 
virtualmente la misma que si se moviera en 
círculo: 


2. A partir de la definición del momento 
angular, se obtiene una relación entre L, r y 
v. Como se tira muy lentamente de la 
partícula |8| < 1 (figura 10.32a): 


<p 
= rv cos f = mv (l8| < 1, así cosf = 1) 


E L 
a 


8 af 2 2 
3. Se despeja v del resultado del paso 2 del T = m— = mE) = e 
apartado (b) y se sustituye en el paso 1 del d ei ds 
apartado (b) obteniendo una expresión para T: 





(c) 1. Dibujar la partícula cuando se mueve cerca dr = —ldr| 

del agujero (figura 10.32b). Cuando la 
partícula experimenta un desplazamiento 
d£ su distancia r respecto del eje cambia 
una cantidad infinitesimal dr. Como + 
disminuye, dr es negativa y se cumple: 

2. Usando el paso 1 escribir dW = T + dí en dW = T-dl =Tdl coso 
función de T y dr: Ya que |dr] = dí cos bh, 

dW = Tldr| = —T dr 


(a) 


= 
] 


3. Integrar desde r, hasta r, después de 
sustituir T por el resultado obtenido en el 
paso 3 del apartado (b): 


!l 





(b) 








FIGURA 10.32 


COMPROBACIÓN Obsérvese que para tirar de la cuerda hacia abajo debe realizarse un tra- 
bajo. Como r, es menor que ?,, el trabajo es positivo. Este trabajo se invierte en incrementar 
la energía cinética. La variación de energía cinética puede calcularse también directamente. 
En efecto, K = L*/21, haciendo L, = L, = Le l = mr, la variación de la energía cinética es 
K, — K; = (L*/2mr;2) — (L*/2mr2) = (L%/2mMr,? — 1,2), que es el mismo resultado obtenido por 
leenión. 


OBSERVACIÓN El aumento de trabajo dW también puede obtenerse expresando el des- 
plazamiento dí como d*, el cambio en el vector posición F. El producto escalar T «dí se 
expresa en componentes de forma que queda dW = T - dí = =-1_ de = —TP dr. En este desa- 
rrollo T, = —T es la componente radial de T, y dr es la componente radial de dr. 


PROBLEMA PRÁCTICO 10.2 ¿Para qué radio »,, la tensión es N veces la tensión correspon- 
diente al radio »,? 
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Sobre un plano sin rozamiento (figura 10,33) descansa un disco al que se da una y Í 
velocidad inicial 0,. El disco está atado a una cuerda que se enrolla alrededor de un 

cilindro vertical fijo. Esta situación parece semejante al ejemplo 10.8, pero no es lo 

mismo. Aquí no hay un agente que realice trabajo sobre el disco, ni ningún meca- | 
nismo que produzca una disipación energética. Por lo tanto, la energía mecánica 

debe conservarse. Como K = L?/2] es constante e ] decrece al disminuir 7, L tam- 3 SO 
bién debe decrecer. Obsérvese que la tensión no actúa hacia el centro del cilindro. e IS _——— $ 
La tensión produce un momento respecto al centro del cilindro en dirección hacia ma 


abajo, el cual reduce el momento angular del disco, dirigido hacia arriba. 





FIGURA 10.33 


IA Un nuevo péndulo balístico 





Una barra delgada de masa M y longitud d cuelga de un pivote en su parte superior. Un frag- 
mento de arcilla de masa 1 y velocidad v choca contra la barra a una distancia x del pivote 
y se adhiere a ella (figura 10.34). Determinar la razón entre la energía cinética del sistema in- 
mediatamente después e inmediatamente antes de la colisión. 


PLANTEAMIENTO La colisión es inelástica y, por lo tanto, no es de esperar que la energía 
mecánica se conserve. Durante el choque, el pivote ejerce una gran fuerza sobre la barra, de 
forma que el momento lineal no se conserva. Sin embargo, no existen momentos externos 
que actúen en el punto de pivotamiento sobre el sistema barra-arcilla y, por lo tanto, el mo- 
mento angular se conserva. La energía cinética después de la colisión inelástica puede ex- 
presarse en función del momento angular L,., y del momento de inercia I' del sistema 
combinado barra-arcilla. La conservación del momento angular nos permite relacionar L 
con la masa m y la velocidad v de la arcilla. 


sist 





FIGURA 10.34 





SOLUCIÓN 


1. Antes de la colisión, la energía cinética del sistema es la energía K. = 31? 
cinética del fragmento de arcilla: 


2. Después de la colisión, la energía cinética es la energía cinética del KK. === 
sistema barra-arcilla. Escribir la energía cinética después de la e 
colisión en función del momento angular L,.., y del momento de 
inercia l, del sistema barra-arcilla: 

3. Durante la colisión, se conserva el momento angular. Escribir el Eu = | X nto] = mox 

momento angular L.., en función de 11, D, y x: 


ssl 


| donde F es el vector que va del eje a la arcilla y ú es la 
| velocidad de la arcilla antes del impacto. 





, 1 

4. Expresar 1, en función de 11m, x, M y d: Il, = mx? + ¿Md? 
De, (mvx 

5. Sustituir estas expresiones de L.... e [¿ en la ecuación de K;: EA A 

id A lar 40 
2l 2? + 3¿Md9) 
É : 

3 mixip? 


2 (3mx? + Md?) 
3 ni??? 


y 2 mi + ME 
6. Dividir la energía total del sistema después de la colisión por la q Ae MA 


2 1 " . ” 4 1 = 
energía inicial de la arcilla: K, 5 MO 


A 








COMPROBACIÓN M4? y ma? tienen, obviamente, las mismas dimensiones, de forma que el 
resultado del paso 6 no tiene dimensiones, como deber ser al tratarse del cociente de dos ener- 
gías. Además, dicho cociente está entre 0 y 1, como es de esperar en el caso de una colisión ine- 
lástica. En el límite en que M/m = *, K,/K,—=0, y en el límite M/m = 0, K¿/K, 1. Ambos 
valores límites de K,/ K, tienen sentido físico. 


OBSERVACIÓN Este ejemplo es el análogo rotacional del péndulo balístico visto en el ejem- 
plo 8.10. En aquel ejemplo, utilizamos la conservación del momento lineal para determinar 
la energía del péndulo después de la colisión. 
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UI Inclinando la rueda Conceptual 


Una muchacha está sentada sobre un taburete que está sobre una plataforma giratoria sin ro- 
zamiento (figura 10.354) y sostiene una rueda de bicicleta que gira rápidamente. El eje de ro- 
tación de la rueda está inicialmente en posición horizontal, siendo el módulo del momento 
angular de espín L,, .. ¿Qué sucede cuando la muchacha, de repente, inclina el eje de rotación 
de la rueda (figura 10.35b) de forma que cuando deja de rotar el eje se halla en posición ver- 
tical? La rueda gira en sentido antihorario, visto desde arriba. 


PLANTEAMIENTO El sistema plataforma-taburete-muchacha-rueda puede girar libre- 
mente en torno al eje vertical que pasa por el centro de la plataforma. Como ésta gira sin ro- 
zamiento, no habrá momentos de fuerza externos, por lo que el momento angular de todo el 
sistema se mantiene constante. 





SOLUCIÓN 
Cuando la muchacha hace rotar el eje de la rueda, no El sistema muchacha-taburete- (a) 
cambia el módulo del momento angular de espín de la plataforma girará en sentido 

rueda, sino que sólo cambia su dirección. El momento horario con un momento 

angular del sistema es cero, pues el sistema parte del angular cuya componente a lo 

reposo y, por tanto, el momento angular final del largo del eje de la plataforma 

sistema también deberá ser cero por la conservación del tendrá como módulo £. ... 


momento angular. Como la rueda gira en sentido 
antihorario y su momento angular de espín es L,. ., el 
resto del sistema deberá girar en sentido horario con el 
mismo módulo £,... | 


COMPROBACIÓN La muchacha ejerce un momento de fuerza hacia arriba sobre la rueda 
que gira cuando la inclina hacia arriba. (Debido a la definición de momento de fuerza, un 
momento de fuerza dirigido hacia arriba requiere una fuerza horizontal.) La rueda ejercerá 
un momento de fuerza de igual módulo, pero con una fuerza horizontal sobre la muchacha 
que la hará girar en sentido horario. 





FIGURA 10.35 


DEMOSTRACIONES DE LAS ECUACIONES 10.10, 10.12, 
10.13, 10.14, Y 10.15 


COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 10.1 
Demostración de la ecuación 10.10 A continuación, demostraremos que la se- AA 





gunda ley de Newton exige que la derivada del momento angular de una partícula | La rueda de la bicicleta rueda en 
sea igual al momento resultante que actúa sobre ella. Si tenemos cierto número de | sentido antihorario (visto desde 
fuerzas aplicadas sobre una partícula, el momento resultante respecto al origen O arriba) y la muchacha sostiene su 
es la suma de los momentos debidos a cada fuerza: eje de rotación en posición verti- 
2 a SS ES cal. Si la muchacha está sentada 
Te = FRAESFTIXE + == =FXXE=FXEs, en un taburete sobre una plata- 
forma giratoria, ¿en qué dirección 
Según la segunda ley de Newton, la fuerza neta o resultante es igual a la derivada girará la muchacha conforme in- 
respecto al tiempo del momento lineal dp/dt. Así, clina el eje de rotación hasta la po- 

Ñ E sición horizontal? 

e = FE E = FX de 10,22 


Comparemos ahora esta expresión con la derivada respecto al tiempo del mo- 
mento angular. La definición del momento angular de una partícula (ecuación 
10.8) es 


— 


L=rxXxp 


Podemos calcular dL /dt utilizando la regla de derivación de un producto: 


Ltrs (E rn 
da Be RA gar 0 a] 
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El primer término del segundo miembro de esta ecuación es cero, porque p = mv 
y v = dr /dt, de modo que 
dy 
dt 
pues el producto vectorial entre dos vectores paralelos es cero. Por lo tanto, 
dE  _. dp 
áÁl—Z =p XA e 
dt dt 
Comparando este resultado con la ecuación 10.22, resulta 
dL 
== 7 10.23 


os 
neto di 


Xp=vX m0 =0 


El momento resultante aplicado a un sistema de partículas es la suma de los mo- 
mentos individuales que actúan sobre el sistema. Generalizando la ecuación 10.23 
a un sistema de partículas, resulta 


sisk 


a o o 
neto sist neto? ' dt dt f di 


En esta ecuación, la suma de los momentos puede incluir momentos internos y mo- 
mentos debidos a fuerzas externas al sistema. La suma de los momentos internos 
debe ser cero. Por lo tanto, 


dE sa 
A 10,10 


dime 
neto Ex dt 
SEGUNDA LEY DE NEWTON PARA EL MOVIMIENTO DE ROTACIÓN 


"Demostración de las ecuaciones 10.12 y 10.13 A continuación, Mm, a 
demostraremos que el momento angular de un sistema de partículas 
se escribe como la suma del momento angular orbital más el momento 
angular de espín. 

La figura 10.36 muestra un sistema de partículas. El momento angu- 





lar L, de la partícula i respecto a un punto arbitrario O viene dado por "2 y 
L.=FXp=Y,Xx mp0, 10.24 
y el momento angular del sistema respecto a O es ) 
+ — e ” Us 
L=2L,=2(1, Xx m0, 
El momento angular respecto al centro de masas viene dado por 
¿E Ss 2 lr; A m,u,) 
donde r' y u, son la posición y la velocidad relativa al centro de masas 
de la partícula i. Á partir de la figura, puede verse que pl 
n= e + _<_—_______——— 


Mi em 1 


Derivando con respecto del tiempo en ambos lados, se obtiene FIGURA 10.36 


v; 55 Yon + $l, 
Sustituyendo esta relación en la ecuación 10,24, tenemos 


L,= Xx mp0, = (* 


¿rá 


—, ; —E — 
o X 1) Xx mío... +4) 
Desarrollando los términos de la derecha, se llega a 


E, = 1, AMB, +1, xmá)+ (mr xo j(rX m,4,) 


i cm 


Sumamos ambos lados para todas las partículas y extraemos el factor común en las 
sumas, obteniendo 


Ly = EL ,=F.. X(Em)J0, +7, X(2m4)+(Emr)Xx 0 +HZ(A X m4.) 


sist cm 
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o E ] poz nl o ne 
Dado que 21,1; y 2 111,4, SON cero y que 2m,= M y 2(r; Xx mu) = L.., tenemos 
E ¿4 = Fa X MO, + L... o bien, 


sist 


— —» 


E 10.12 


= + 
sist L orbital L espin 


donde L ==. M7... y 


orbital cm 


= L.=XF X mi) 10.25 
DEFINICIÓN: MOMENTO ANGULAR DE ESPÍN 


espin 


*Demostración de las ecuaciones 10.14 y 10.15 A continuación, para obtener 2| 
las fórmulas para el momento y el momento angular respecto de un eje fijo, toma- 
mos las componentes z de los vectores momento y momento angular alrededor de 
un punto. El momento angular de una partícula respecto del origen es L = F X p, 
por lo que determinar la componente z del momento angular significa determinar 
la componente z del producto vectorial Y X p, para lo cual expresamos F y p como 


— 


25 Prad * Pxy 


EF= METE y PS Pi TP 


— —a 


donde F., q, Y, Py, Y P, son las componentes de los vectores f y p (véase la figura 
STA 
Sustituyendo r y p, se obtiene 


L=7+xp=(% 


rad 


id 7.) X (P., A p.) 





y desarrollando el término de la derecha, se obtiene 
FIGURA 10.37 Lascomponentes r..., 
LE SPA e EPT AP) AD) a Poy ade lorweciores 1 y p se usao Pata 
calcular el momento angular respecto el eje 2, 
El producto vectorial de dos vectores es perpendicular a ambos, por lo que el pro-  L.: 
ducto r,, , X p,, es paralelo al eje z. En cada uno de los tres productos restantes, al 
menos un vector es paralelo al eje z, por lo que la componente z de cada uno de 


estos productos es cero. Por consiguiente 


E =P e Po 10.14 


Sr 
pa 


MOMENTO ANGULAR RESPECTO AL EJE z 


El momento respecto al origen asociado con una fuerza que actúa sobre la par- 

— —. pea pos ic: Mozo . s . 
tícula viene dado por 7 = F X F (ecuación 10.1). Siguiendo el mismo procedi- 
miento con el momento que el que seguimos con el momento angular, se obtiene 


7=7+F,XÉ 10.15 


'MMOMENTO RESPECTO DEL EJE 2 







10,4 RAUL rZ Neo 
MOMENTO ANGULAR 


El momento angular desempeña un papel importante en la descripción de los áto- 
mos, moléculas y partículas elementales. Si una partícula está ligada a otra o más 
partículas, se dice que se trata de una partícula ligada. Los planetas, los asteroides, 
los cometas y el Sol conforman un sistema ligado, llamado sistema solar, y la Tierra 
está ligada al sistema solar. Lo mismo que la energía, el momento angular está 
cuantizado, es decir, las variaciones del momento angular pueden tener lugar sólo 
en cantidades discretas. 





Cuantización del momento angular 


El momento angular de una partícula asociado a su movimiento constituye el 
llamado momento angular orbital. El módulo del momento angular orbital de una 
partícula sólo puede tener los valores 


L= WE + DA 


donde f es la unidad fundamental del momento angular, relacionada con la cons- 
tante de Planck, h: 


=D. Li 10.26 


| 
h=“Ñ= 1/05 x 10-%]-8 
27 


10.27 


La componente del momento angular orbital a lo largo de cualquier línea del 
espacio está también cuantizada y puede tener sólo los valores +11 hi, donde m es 
un número entero no negativo menor o igual que f. Por ejemplo, si l = 2, m1 
puede ser 2, 1,600. 

El cuanto del momento angular 4 es tan pequeño, que la cuantización del mo- 
mento angular no se aprecia en el mundo macroscópico. Consideremos, por ejem- 
plo, una partícula de masa 1,00 g = 1,00 x 10” kg que se mueve en un círculo de 
radio 1 em con un periodo de 1,00 s. Su momento angular orbital es 


27 


1,00s 





2 
L.= mor = mw = mE = (1,00 x 10—kg)(1,00 x 102 m> 
= 6,28 Xx 107]-s 
51 dividimos por fi, resulta 


L 6,28 Xx107]-s E 
== A = 6,00 x 107 
fi 1/05 x107%]-s 


El momento angular de este sistema macroscópico contiene 6 X 10% unidades de 
la unidad fundamental del momento angular. Aunque pudiésemos medir L con la 
precisión de una parte en mil millones, nunca podríamos apreciar la cuantización 
de este momento angular macroscópico. 

La cuantización del momento angular orbital conduce a la cuantización de la 
energía cinética de rotación. Consideremos una molécula que gira alrededor de su 
centro de masas con momento angular L (figura 10.38). Sea I su momento de iner- 
cia. Su energía cinética es 


Le O 
K=— 10.28 
2] 
Pero L* está cuantizado según los valores L? = €(€ + 1)f*, con € =0,1,2,.... Por 


lo tanto, la energía cinética está cuantizada según los valores K, dados por 


2 (+17 
Ea Eo HERE 


10.291 
21 2] 


= ((€ + DE, 


donde 


E 


FE = 
Or a] 


10.29b 


La figura 10.39 muestra un diagrama de niveles energéticos de una molécula en ro- 
tación con momento de inercia constante [. Obsérvese que, al contrario de lo que 
ocurre en los niveles energéticos de un sistema en vibración (sección 7.4), los nive- 
les energéticos de rotación no están igualmente espaciados y el nivel más bajo es 
Cero. 
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FIGURA 10.38 Modelo de una 
molécula diatómica rígida que gira alrededor 


del eje z. 
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FIGURA 10.39 Diagrama de niveles 
energéticos de una molécula en rotación. 
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MILAN Niveles de energía rotacional 


La energía rotacional característica E,, (ecuación 10.29b) para la rotación de la molécula de 
N, es 2,48 Xx 10* eV. Utilizando esta información, determinar la distancia de separación 
entre dos átomo de nitrógeno. 





PLANTEAMIENTO La energía rotacional característica depende del momento de inercia y 
éste depende de la distancia de separación. 


SOLUCIÓN 


1. La energía rotacional característica depende del momento de inercia 
(ver ecuación 10.29b): 


pi? 
Eor ds > 
2] 


2. Considerar cada átomo de nitrógeno como una masa puntual en el centro de — 1]=m,r + mr 
su núcleo. Entonces, la molécula de N, se considera formada por dos masas 
puntuales separadas cierta distancia, que rotan en torno a su centro de 
masas. Calcular el momento de inercia respecto al eje que pasa por el centro 
de masas y que es perpendicular a la línea que une las masas: 





: d 

3. La distancia de cada molécula al centro de masas es la mitad de la distancia cl mM, =M, = Mm 

d que separa ambas masas: 2 

s 2 ” | d? e. 1 
4. Calcular el momento de inercia en función de im y d: Í= ud eE cia ¿md 
! ¡ o. y 
5. Tenemos en cuenta el resultado del paso 1 y que la masa del átomo de Ep = > mA 
| m 


nitrógeno es 14 u. (Las masas atómicas se encuentran en el apéndice C.) E 
donde mm = (14,00 4)(1,661 x 10" kg/u) 


= 2,325 x 10% kg 





y Ep, = (2,48 x 10*eV)(1,602 x 10 * ]/eV) 
= 3,973 x 1072] 
6. Despejamos d: ps h 1,055 x 10%]+s 





VmE,, (2,325 x 102% kg)(3,973 x 102 J) 


= 1,097 x 10m =| 0,110nm 


COMPROBACIÓN En 1911, el físico británico Ernest Rutherford (1871-1935) calculó que el 
diámetro del núcleo era del orden de 107% nm mientras que el diámetro de un átomo era del 
orden de 0,1 nm, que es aproximadamente igual al resultado del paso 6. ¿Sería razonable que 
la distancia de separación entre átomos de N, fuera del orden del diámetro de dos átomos? 
En efecto, en la molécula de nitrógeno la valencia es compartida por los dos átomos. Este 
proceso, llamado enlace covalente, se trata en el capítulo 37. 


La materia estable contiene sólo tres tipos de partículas: electrones, protones y 
neutrones. Además de su momento angular orbital, cada una de estas partículas 
posee también un momento angular intrínseco llamado espín. El momento angular 
de espín de una partícula, como su masa y carga eléctrica, es una propiedad funda- 
mental de la partícula que no puede modificarse. El módulo del vector momento 
angular de espín para electrones, protones y neutrones es s = Y/ z 6 + 1)f, y la 
componente a lo largo de cualquier línea del espacio puede tener sólo dos valores, 
+3h y —2h. Las partículas con un momento angular de espín igual al de los elec- 
trones se llaman “partículas de espín un medio”. Las partículas de espín un medio 
se llaman fermiones. Otras partículas, llamadas bosones, tienen espín cero o entero. 
(Los fotones y las partículas alfa son ejemplos de bosones.) El espín es una propie- 
dad cuántica que no tiene nada que ver con el movimiento de la partícula. 

La imagen de un electrón como una bola que gira sobre sí misma y se mueve en ór- 
bita alrededor del núcleo (del mismo modo que la Tierra gira sobre sí misma y alrede- 
dor del Sol) es un modelo útil, pero no totalmente exacto. Mientras el momento angular 
de una bola que gira sobre sí misma puede aumentar o disminuir, el espín de un elec- 
trón es una propiedad fija que no se modifica como sucede con su masa o su carga. 
Además, hoy sabemos que un electrón es una partícula puntual que carece de tamaño, 
y que no orbita alrededor del núcleo como los planetas lo hacen alrededor del Sol, El 
modelo mecánico-cuántico de un átomo nos permite calcular la probabilidad de que un 
electrón se encuentre en un volumen dado del espacio. 
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Temas de actualidad en Física 


El momento angular atmosférico 


El aire tiene una densidad medible que varía con la humedad y la altura. El aire 
también tiene una velocidad medible. La mayoría de los vientos superficiales son 
locales, mientras que las masas de aire situadas a mayor altura experimentan una 
circulación global que también es medible. 

Debido al aumento de la potencia de los ordenadores! en los últimos años, los 
científicos han podido calcular el momento angular total atmosférico (AAM) de la 
Tierra. Estos resultados se encuentran disponibles en la Agencia Especial para la 
Atmósfera del Centro de Fluidos Geofísicos Globales.? Los datos se obtuvieron de 
medidas de servicios meteorológicos de muchos países. La mayor parte de las me- 
didas se realizaron entre los 10 y 50 km de altura, en la troposfera y estratosfera, 
mediante globos meteorológicos. El AAM se calcula usando el módulo y dirección 
de vientos en diferentes alturas utilizando una nueva unidad, el AAM (1 AAM = 
10% kg - m?/s).* 

Desde hace algunas décadas, la duración del día (LOD) en la Tierra también se 
ha podido medir con gran precisión,* calculada a partir de medidas astronómicas 
y corregida en unidades de tiempo universal (UT1). Para ello, se ha utilizado una 
combinación de mediciones láser a satélites, para la medición de distancias, inter- 
ferometría de base ancha, datos recientes de GPS y el sistema DORIS (Doppler 
Orbitography and Radio Positioning Integrated by Satellite). Las variaciones del valor NES a a 
de la LOD llegan a ser del orden de decenas de milisegundos. Esos valores son in- E E It... Ina ie 

. : Project, NASA/Goddard Space Flight Center, and 
feriores a una parte por cien millones. ORBIMAGE.) 

Cuando se comparan las variaciones en la LOD y en el AAM se observan simi- 
litudes asombrosas.* Tanto el AAM como la LOD tienen variaciones semanales, mensuales, estacionales, anuales y multia- 
nuales.* Y lo que es más, tienen un porcentaje” de correlación mutua del 95,4% o del 98,02% según el modelo de AAM, Esas 
correlaciones no son casualidad. El momento angular de espín del sistema global Tierra-atmósfera se conserva. Tanto el mo- 
mento angular de espín de la Tierra como el AAM van en la misma dirección, de oeste a este, lo que supone un aumento del 
AAM cuando el momento angular de la Tierra (excluyendo la atmósfera) disminuye y la LOD aumenta. 

La confirmación más clara de este resultado es el fenómeno climático llamado El Niño.? Durante El Niño, el océano Pacífico 
se calienta y los vientos subtropicales que van en dirección oeste se aceleran, mientras que los vientos tropicales que van hacia 
el este disminuyen su velocidad. Este comportamiento de los vientos hace aumentar el AAM. En 1984? las medidas realiza- 
das en el Centro Goddard de Vuelos Espaciales mostraron que el día se había alargado alrededor de un milisegundo durante 
El Niño. En 1997, el día se alargó cuatro décimas de milisegundo*” durante El Niño. Cuando el AAM decrece, la Tierra gira más 
rápido y los días se acortan. El AAM es la causa principal de variación de la LOD de la Tierra. Otras causan son las explosio- 
nes solares, las erupciones volcánicas y el rozamiento del núcleo con el manto terrestre.” 

Debido a las medidas tan precisas que se pueden obtener del AAM terrestre y de la LOD, se pueden hacer predicciones 
sobre cambios en la atmósfera de la Tierra, como el aumento del dióxido de carbono en la atmósfera,!* así como el AAM de 
otros planetas. !* 
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TEMA 


Momento angular 


Resumen 





1. El momento angular es una magnitud dinámica importante derivada de la física macros- 
cópica. En la física microscópica, el momento angular de espín es una propiedad intrín- 
seca fundamental de las partículas elementales. 


2. La conservación del momento angular es una ley fundamental de la naturaleza. 


3. La cuantización del momento angular es una ley fundamental de la naturaleza. 


OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 


1. Naturaleza vectorial de la rotación 
Velocidad angular w 


Momento de fuerza, 7 


2. Producto vectorial 


Propiedades 


3. Momento angular 
Para una partícula 
Para un sistema que gira alrededor 
de un eje de simetría 


Para cualquier sistema 


Segunda ley de Newton para la rotación 


Conservación del momento angular 


Energía cinética de un objeto en rotación 
Cuantización del momento angular 


“Cuantización de cualquier componente 
del momento angular orbital 


Espín 


La regla de la mano derecha nos permite obtener la dirección del momento angular y del mo- 
mento de fuerza. 


La dirección de la velocidad angular «9 coincide con el eje de rotación en el sentido dado por 
la regla de la mano derecha. 


T=$xF 10.1 

AXB= ABsenóñ 10.2 
donde Do es el ángulo entre los dos vectores y í es un vector unitario perpendicular « al plano 
de A y B en el sentido dado por la regla de la mano derecha cuando A Bla hacia B. 


AXA=0 10 
AxB=-BxA 10.4 

des - dB dA. y 
p0] X = E — A Ú, 
3 A B) (A yl XX B 10.6 
iXxi=k jxk=i y kxi=j 10.74 
ixi=jxj=kxk=0 10.7b 
L=éXÍ 10.8 
L = 16 10.9 


El momento angular respecto a un punto cualquiera O es igual al momento angular respecto 
al centro de masas (momento angular de espín) más el momento angular asociado al movi- 
miento del centro de masas alrededor de O (momento angular orbital). 


L 5 asa + os > E A MP co + ES Cr A 11,4,) 10.12 
; 
si dL 
= VELT 
Cuto ext dt a 0 


Si el momento externo es nulo, el momento angular del sistema se conserva. (Si la compo- 
nente del momento neto externo en una dirección dada es cero, la componente del momento 
angular del sistema en esa dirección se conserva.) 


1 12 
K = —lu* =— 
2 2] 


10,21 


El módulo del momento angular orbital de una partícula puede tener sólo los valores 


=V UC + DA 


La componente del momento angular orbital a lo largo de cualquier línea del espacio está 
también cuantizada y puede tener sólo los valores +m4, donde m1 es un entero no negativo 
menor o igual a f. 


E UL o 


Los electrones, protones y neutrones tienen un momento angular intrínseco llamado espín. 











Respuestas a las comprobaciones 
conceptuales 


10.1 En sentido antihorario visto desde arriba. 
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Respuestas a los problemas prácticos 


10.1 K,=78,2], K, = 13,0] 
10.2 1, = 1, WN 


A 


En algunos problemas se dan más datos de los realmente 
necesarios; en otros pocos, deben aportarse algunos datos a 
partir de conocimientos generales, fuentes externas o 
estimaciones lógicas. 


En los datos numéricos sin coma decimal se deben 
considerar significativos todos los dígitos, incluidos los 
ceros a la derecha del último diferente de cero. 


Usar en todos los problemas g = 9,81 m/s” para la 
aceleración de la gravedad y despreciar, a menos que se 
indique lo contrario, el rozamiento y la resistencia del aire. 


PROBLEMAS CONCEPTUALES 





1 e Verdadero o falso: 


(a) Si dos vectores van en direcciones opuestas, su producto vectorial 
es Cero. 

(b) El módulo del producto vectorial entre dos vectores es mínimo 
cuando ambos vectores son perpendiculares entre sí. 

(c) Conociendo el módulo del producto vectorial de dos vectores no 
nulos y los módulos de los vectores por separado, el ángulo entre 
ellos queda claramente determinado. 


2 * Dos vectores A y B poseen el mismo módulo. su producto 
vectorial alcanza su módulo máximo cuando A y B son (4) paralelos, (b) 
perpendiculares, (c) antiparalelos, (4) forman entre sí un ángulo de 45". 


3 e ¿Cuál es el ángulo que forman el vector fuerza F y un mo- 
mento generado por F? 


4 * Una partícula de masa m se mueve con velocidad v a lo largo 
de una línea que pasa a través del punto P. ¿Cuál es el momento angu- 
lar de la partícula respecto a dicho punto P? (a) mu. (b) Cero. (c) Cambia 
de signo cuando la partícula pasa a través del punto P. (4) Su módulo 
aumenta conforme la partícula se acerca a P. 


5 * Una partícula describe una trayectoria circular y el punto P 
está en el centro del círculo. (1) Si su momento lineal p se duplica sin cam- 
biar el radio del círculo, ¿cómo se modifica su momento angular respecto 
a P? (b) Si el radio del círculo se duplica, pero su velocidad no varía, ¿cómo 
se modifica el momento angular de la partícula respecto a P? "spp 

6 * Una partícula se mueve a lo largo de una línea recta a velo- 
cidad constante. ¿Cómo varía con el tiempo su momento angular res- 
pecto a cualquier punto? 


7 es Verdadero o falso: si el momento resultante sobre un sistema 
que gira es cero, la velocidad angular del sistema no puede modificarse, 
Si su respuesta es "falso" dar un ejemplo de dicha situación. 


8 «* Un niño se encuentra en el borde de una plataforma girato- 
ria que no posee rozamiento y que gira inicialmente cuando, de repente, 
captura una pelota que le lanza un amigo en la misma dirección que el 
giro y tangente al borde de la plataforma, pero con mayor velocidad que 
la velocidad del niño de la plataforma. 51 éste no se mueve respecto a la 
plataforma, (1) ¿la velocidad angular del niño aumentará, disminuirá o 
se mantendrá igual después de capturar la pelota? (b) ¿El módulo del 
momento angular del niño de la plataforma, respecto al eje de la plata- 
forma, aumentará, disminuirá o se mantendrá igual después de captu- 
rar la pelota? (c) ¿Cambiará el momento angular de la pelota, respecto 
al eje de la plataforma, tras la captura? (4) ¿Cómo cambiará el momento 
angular total del sistema (niño-plataforma-pelota), respecto al eje de la 
plataforma, tras la captura? 


+ Concepto simple, un solo paso, relativamente fácil 
es Nivel intermedio, puede exigir síntesis de conceptos 
e..e  Desafiante, para alumnos avanzados 
sw" La solución se encuentra en el Manual de soluciones 


Los problemas consecutivos que están sombreados son 
problemas relacionados, 


9 ee Siel momento angular de un sistema, respecto a un punto 

fijo, es constante, ¿cuál de las siguientes afirmaciones es cierta? 

(a) Ningún momento respecto a P actúa sobre ninguna parte del sistema. 

(b) Un momento constante respecto a P actúa sobre cada una de las 
partes del sistema. 

(c) Un momento resultante nulo respecto a P actúa sobre cada parte del 
sistema. 

(4) Un momento externo constante respecto a P actúa sobre el sistema. 

(e) Un momento resultante cero respecto a P actúa sobre el sistema. 


10 ** Un bloque que se desliza sobre una mesa sin rozamiento está 
atado a una cuerda que pasa por un agujero de la mesa. Inicialmente, el 
bloque se desliza con velocidad v, sobre una circunferencia de radio r,, 
Una persona bajo la mesa tira lentamente de la cuerda. ¿Qué ocurre 
cuando el bloque gira en espiral hacia dentro? (Razonar la respuesta co- 
rrecta.) (4) Su energía y momento angular se conservan. (b) Su momento 
angular se conserva y su energía crece. (c) Su momento angular se con- 
serva y su energía decrece. (4) 5u energía se conserva y su momento an- 
gular crece. (e) Su energía se conserva y su momento angular decrece. El 
momento angular referido aquí se refiere al momento angular respecto 
al eje vertical que pasa por el agujero. 


11 «*e Una forma de distinguir un huevo cocido de uno crudo sin 
romperlo consiste en colocar el huevo sobre una superficie horizontal e 
intentar darle vueltas. El huevo cocido girará fácilmente, mientras que si 
el huevo está crudo hay que aplicar un esfuerzo mayor. Sin embargo, 
cuando ya estén rodando, el huevo crudo tiene un comportamiento pe- 
culiar: si con un dedo paramos su movimiento y lo soltamos, puede po- 
nerse a girar de nuevo. Explicar la diferencia en el comportamiento de 
ambas clases de huevo. 'S8w" 


12 ee Explicar por qué un helicóptero con un solo rotor principal 
posee un segundo rotor más pequeño montado en un eje horizontal en 
la parte trasera del aparato, como muestra la figura 10,40, Describir el 
movimiento resultante del helicóptero si este rotor trasero fallase du- 
rante el vuelo. 





FIGURA 10.40 Problema 12 
(Chris Sorenson/The Stock Market.) 
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13 es El vector momento angular de una rueda que gira alrededor 
de su eje está dirigido a lo largo del eje y apunta hacia el este. Para que 
este vector apunte al sur, es necesario ejercer una fuerza en el extremo 
este del eje en dirección: (a) Hacia arriba. (b) Hacia abajo. (c) Hacia el 
norte. (4) Hacia el sur. (e) Hacia el este. 


14 ++ PÓNGALO EN SU CONTEXTO Un hombre que pasea hacia el 
norte, lleva una caja que contiene un giroscopio, montado sobre un eje 
apoyado en la parte delantera y trasera de la caja. La velocidad angular 
del giroscopio apunta al norte. El hombre comienza a girar para conti- 
nuar su paseo hacia el sur. Entonces, el extremo frontal de la caja (1) se 
resiste al intento de giro y tratará de permanecer apuntando al norte, (b) 
luchará contra el intento de giro y empujará hacia el oeste, (c) se elevará 
hacia arriba, (4) se hundirá hacia abajo, (e) no experimentará ningún 
efecto. 


15 .* APLICACIÓN A LA INGENIERÍA El momento angular de 
la hélice de un pequeño aeroplano está dirigido hacia adelante. Vista 
desde detrás, la hélice se mueve en sentido horario. (4) Mientras el 
aeroplano despega, su parte delantera se levanta y tiende a virar 
hacia un lado. ¿Hacia qué lado y por qué? (b) Si el aeroplano se en- 
cuentra volando horizontalmente y, de repente, gira hacia la dere- 
cha, ¿su parte delantera tiende a moverse hacia arriba o hacia abajo? 
¿Por qué? ep 


16  ** PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGE- 
NIERÍA Un automóvil funciona con la energía almacenada en un 
solo volante de momento angular L. Analizar los problemas que 
surgirían para distintas orientaciones de L y diversas maniobras del 
coche. Por ejemplo, supongamos que el volante está montado de tal 
forma que L apunta hacia arriba cuando el coche se mueve sobre 
una carretera horizontal. ¿Qué sucedería cuando el coche subiese 
por una colina o descendiese a un valle? Supongamos ahora que el 
volante está montado de forma que L apunta hacia un lado cuando 
el coche se mueve por una carretera horizontal ¿Qué ocurriría si el 
coche intentase girar a la izquierda o a la derecha? En cada caso que 
se analice, considerar el sentido del momento de fuerza ejercido 
sobre el coche por la carretera. 


17 +* Una mujer se sienta sobre un taburete de piano en rotación 
con sus brazos cruzados. (4) Si extiende sus brazos en cruz, ¿qué le su- 
cede a su energía cinética? ¿Cuál es la causa de su cambio? (b) Explicar 
qué le sucede al momento de inercia de la mujer, a su velocidad angu- 
lar y al momento angular cuando extiende los brazos en cruz. "H5wP 


18 e* Una barra uniforme de masa M y longitud L se encuentra 
sobre una mesa horizontal sin rozamiento. Una porción de masilla de 
masa m = M/4 se mueve a lo largo de una línea perpendicular a la 
barra, choca contra ésta cerca de su extremo y se adhiere en el punto de 
contacto. Describir cualitativamente el movimiento subsiguiente de la 
barra y la masilla. 


ESTIMACIONES Y APROXIMACIONES 





19 ** Una patinadora sobre hielo comienza su pirueta con los 
brazos extendidos girando sobre sí misma a 1,5 rev /'s. Estimar su ve- 
locidad de rotación (en revoluciones por segundo) cuando ella ex- 
tiende sus brazos perpendicularmente a su cuerpo. "3p 


20 e + Estimar el cociente entre las velocidades angulares de ro- 
tación de un saltador entre su posición más recogida y su posición 
más extendida. 


21 ee Los días en Marte y en la Tierra tienen casi la misma dura- 
ción. La masa de la Tierra es 9,35 veces la de Marte, mientras que el 
radio de la Tierra es 1,88 veces el radio de Marte, y Marte está, en pro- 
medio, 1,52 veces más alejado del Sol de lo que lo está la Tierra. El año 
martiano es 1,88 veces mayor que el terrestre. Suponiendo que ambos 
planetas se consideran como esferas uniformes que orbitan circular- 
mente alrededor del Sol, estimar el cociente (Tierra Marte) de (2) sus 
momentos angulares de espín, (b) sus energías cinéticas de espín, (c) sus 
momentos angulares orbitales y (4) sus energía cinéticas orbitales. 


22 e* Los casquetes polares de la Tierra contienen aproximada- 
mente 2,3 X 10% kg de hielo. Su masa contribuye muy poco al momento 
de inercia de la Tierra, ya que está localizada en los polos, próxima al eje 
de rotación. Estimar el cambio de duración del día que tendría lugar si 
los casquetes polares se fundieran y el agua resultante se distribuyera 
uniformemente por toda la superficie de la Tierra. 


23 ** Una partícula de 2 g se mueve con velocidad constante de 3 
mms alrededor de un círculo de radio 4 mm. (a) Determinar el módulo 
del momento angular de la partícula. (b) Si L = Ve + Dhñ, donde € es 
un entero, determinar el valor de ((€ + 1) y el valor aproximado de f. (c) 
¿Cuánto cambia € si la velocidad de la partícula cambia en una milloné- 
sima parte porcentual si nada más cambia? Explicar por qué la cuantiza- 
ción del momento angular no se observa en la física macroscópica. "58Íp 


24 **.*e Uno delos retos de la astrofísica durante los años 60 fue expli- 
car los pulsares: fuentes astronómicas extremadamente regulares de pul- 
sos de radio con periodos que abarcan desde los segundos a los 
milisegundos. Durante aquel tiempo, estas fuentes de radio se conocían 
con el acrónimo LGM, que corresponde a la denominación inglesa “Little 
Green Men” (hombrecillos verdes), que se refería a la idea de que aquellos 
pulsos de radio podían ser señales de civilizaciones extraterrestres. La ex- 
plicación actual no es menos interesante: el Sol, que es una estrella típica, 
tiene una masa de 1,99 X 10% kg, y un radio de 6,96 X 10% m. Aunque no 
gira uniformemente, porque no es un cuerpo sólido, su velocidad media 
de rotación puede considerarse que es 1 rev/25 días. Las estrellas más 
grandes que el 5ol acaban su vida en explosiones espectaculares —las su- 
pernovas— que dejan como resto una estrella denominada estrella de neu- 
trones. ¡Estas estrellas de neutrones tienen una masa comparable a la masa 
inicial de la estrella pero un radio de unos pocos kilómetros! La gran ve- 
locidad de rotación que tienen se debe a la conservación del momento an- 
gular durante el colapso. Estas estrellas emiten haces de ondas de radio. A 
causa de la rápida velocidad angular de las estrellas, el haz barre la Tierra 
a intervalos regulares de tiempo. Para producir los pulsos de ondas de 
radio que se observan, la estrella ha de girar con velocidades del orden de 
l rev/s o 1 rev'ms. (1) Usando los datos que hay en el libro, estime la ve- 
locidad de rotación que tendría el Sol si colapsara en una estrella de neu- 
trones de 10 km de radio. El Sol no es una esfera uniforme de gas, por lo 
que su momento de inercia viene dado por la expresión ] = 0,059MKR*, 
Ssupóngase que la estrella de neutrones es esférica y que tiene una distri- 
bución de masa uniforme. (b) ¿La energía cinética rotacional del Sol sería 
mayor o menor después del colapso? ¿En qué factor cambiaría, y de 
dónde provendría o adónde iría la energía? 


25 e+* El momento de inercia de la Tierra alrededor de su eje de ro- 
tación es aproximadamente 8,03 x 10% kg - m”. (a) La Tierra casi es es- 
férica; por lo tanto, podemos considerar que el momento de inercia vale 
] = CMR?, donde C es una constante sin dimensiones, M = 5,98 x 10% 
kg es la masa de la Tierra, y R = 6370 km es el radio. Determinar C. (b) 
51 la distribución de masa de la Tierra fuera uniforme, € valdría 2/5, A 
partir del valor de € obtenido en el apartado (a), ¿la densidad de la 
lierra es mayor en el núcleo o en la corteza? 


26 *** Estimar la velocidad de Timothy Goebel (figura 10.41) al ini- 
ciar el salto, su velocidad de rotación y su momento angular si realiza 
una pirueta de tal modo que desde que salta hasta que vuelve a entrar 
en contacto con el hielo da cuatro giros en el aire. Haga cualquier supo- 
sición que considere razonable, siempre que esté preparado para justi- 
ficarla. La masa del patinador es de 60 kg y la altura del salto es de 


0,6 m. Obsérvese que la velocidad angular cambia durante el salto, ya 
que comienza el ejercicio con los brazos extendidos y, progresivamente, 
los va pegando al cuerpo. Si se tiene suficiente cuidado, la respuesta 
puede ser bastante precisa, dentro de un factor 2, 


FIGURA 10.41 
Problema 26 
(Chris TrotmanyDUOMO/Corbis.) 





EL PRODUCTO VECTORIAL Y 
NATURALEZA VECTORIAL DEL 
MOMENTO DE FUERZA DE LA ROTACIÓN 





27 e Seaplica una fuerza de módulo F horizontalmente en di- 
rección —x, al borde de un disco de radio KR, como se muestra en la 
figura 10,42, Escribir F y F en función de los vectores unitarios ¿, j, 
y k, y calcular el momento producido por la fuerza respecto al ori- 
gen situado en el centro del disco. B34P 





FIGURA 10.42 
Problema 27 


28 e Calcular el momento respecto al origen debido a la 
fuerza F = - —mgj que actúa sobre una partícula situada en 
F = xi + yj, y demostrar que este momento es independiente de la 
coordenada y. 


29 e Hallar AX B en el caso de (a) A=4 ¡ y B =6i + 6j, 
(b) A =4iyB=6í + 6k, y (c) A =21í + 3j y B = 31 +2). 
30 e* En cada uno de los casos del problema 29, calcular lA x B . 


Compararlo con |A|| B| para estimar qué par de vectores están más cerca 
de ser perpendiculares entre sí. Verificar las respuestas calculando el án- 
gulo a partir del producto escalar, 


31 e* Una partícula se mueve en un círculo centrada en el origen. 
La partícula está en la posición r y tiene velocidad angular e. 
(a) Demostrar que su velocidad es v = w X F. (b) Demostrar que su ace- 
leración centrípeta es 4, = 4 Xv=w X (0 X F). 


B=>b A +bj+bk, 
=ci4cj +2 k, ea que se cumplen estas igualdades: 
E 0 CUA xB)=B-(ECxA). 


32 .. Si nos dan A=a,1 +0] +ak, 
y C 
sa 


a 
— 
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an 


33 0 Si A = 31, A X E = gi, y A- B -— 12, determinar B. 


34 ++ S¡A=4,B_=0,|B|=5, y AX B = 12k, determinar B. 
35 *.. Dados tres vectores A, B, y E. que no están situados en el 
mismo plano, demostrar que A: (B x E ) es el volumen del paralelepí- 


pedo formado por los tres vectores. 


36 **.* Mediante el uso del producto vectorial, compruebe la ley de 
los senos para el triángulo de la figura 10.43: si A, B, y € son las longi- 
tudes de cada lado del triángulo, demostrar que Afsena = B/sen b = 
C/sen c. 





E 


FIGURA 10.43 
Problema 36 


MOMENTO ANGULAR Y 
MOMENTO DE FUERZA 





37 * Un cuerpo de 2 kg se mueve hacia el este a velocidad cons- 
tante de 4,5 m/s a lo largo de la línea recta este-oeste, (12) ¿Cuál es el 
módulo de su momento angular respecto a un punto situado a 6 m al 
norte de la línea? (b) Calcular lo mismo respecto a un punto situado a 
6 m al sur de la línea (c) ¿Y si el punto está a 6 m al este de la partí- 
cula? "agp 


38 * Una partícula de masa 2 kg se mueve con velocidad cons- 
tante de 3,5 ms describiendo una circunferencia de 4 m de radio. 
(a) ¿Cuál es su momento angular respecto al centro de la circunfe- 
rencia? (b) ¿Cuál es su momento de inercia respecto a un eje que pasa 
por el centro de la circunferencia y es perpendicular al plano del mo- 
vimiento? (c) ¿Cuál es la velocidad angular de la partícula? 


39 e. (5) Una partícula que se mueve a velocidad constante, tiene 
un momento angular nulo respecto a un determinado punto. Demostrar 
que la partícula se mueve hacia ese punto o se aleja de él. (b) Usted es 
un bateador diestro y le lanzan una pelota horizontal, en línea recta y a 
la altura de su cintura que no logra impactar. ¿Cuál es la dirección del 
momento angular de la pelota respecto a su ombligo? 


40 e* Una partícula se mueve con velocidad constante 7 a lo largo 
de una línea que está a una distancia b del origen O (figura 10.44). Sea 
dA el área barrida por el vector posición (desde O a la partícula) en el 
tiempo dt. Demostrar que dA/di es constante en el tiempo e igual a 
L/2m, donde L es el módulo momento angular de la partícula respecto 
al origen. 
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FIGURA 10.44 Problema 40 
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41 «* Una moneda de 15 g y diámetro 1,5 cm gira a 10 revfs alre- 
dedor de un diámetro vertical sobre un punto fijo de una mesa. La mo- 
neda rota de canto con su centro directamente por encima del punto de 
contacto con la mesa. Según se mira desde arriba, la moneda gira en sen- 
tido horario. (1) ¿Cuál es el momento angular de la moneda respecto de 
su centro de masas? (Para determinar el momento de inercia usar la 
tabla 9.1.) Describir la moneda como un cilindro de longitud L y consi- 
derar que L tiende a cero. (b) ¿Cuál es el momento angular respecto a un 
punto de la mesa situado a 10 cm de la moneda? (c) Si la moneda gira 
de igual modo, pero su centro de masas se traslada en línea recta hacia 
el este sobre la mesa con velocidad de 5 cm/s, ¿cuál es el momento an- 
gular de la moneda alrededor de un punto sobre la línea de movimiento 
de su centro de masas? (4) ¿Cuál es el momento angular de la moneda 
respecto a un punto situado 10 cm al norte de la línea de movimiento del 
centro de masas? 


42 e. CONCEPTUAL (1) Dos estrellas de masa mM, y mM, están loca- 
lizadas en las posiciones f, y f, respecto al mismo origen O como in- 
dica la figura 10.45. Estas estrellas ejercen fuerzas iguales y opuestas, 
una sobre otra. Calcular el momento resultante ejercido por estas dos 
fuerzas internas alrededor del origen O y demostrar que es nulo si las 
fuerzas F, y F, están dirigidas a lo largo de la línea que une ambas par- 
tículas. (b) El hecho de que el par de fuerzas de la tercera ley de 
Newton no sólo tengan igual módulo y dirección opuesta, sino que 
además se encuentren sobre la línea que une las masas, se denomina 
forma fuerte de la tercera ley de Newton. ¿Por qué es importante aña- 
dir la última (tercera) condición? Ayuda: considerar lo que les sucedería a 
las estrellas sí las fuerzas se compensaran entre ellas, 





FIGURA 10.45 Problema 12 


43 ee Una partícula de 1,3 kg se mueve en una circunferencia de 
radio 3,4 m. Según se mira hacia abajo sobre el plano de su órbita, la 
partícula gira en sentido horario (dirección positiva). El módulo de su 
momento angular relativo al centro del círculo depende del tiempo, 
según la expresión L(t) = 10 N -m-s— (4 N - m) £. (a) Determinar el 
módulo y dirección del momento que actúa sobre la partícula. (b) De- 
terminar la velocidad angular de la partícula en función del tiempo. 


44 «se PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGENIE- 
RÍA Un cilindro uniforme de masa 90 kg y radio 0,4 m está dispuesto de 
modo que gira sin rozamiento alrededor de su eje de simetría, gracias a 
una correa de transmisión que se enrolla sobre su perímetro y ejerce un 
momento constante. En el tiempo f = 0, su velocidad angular es cero. En 
el tiempo f = 25 s, su velocidad angular es de 500 rev/min. (4) ¿Cuál es 
su momento angular en + = 25 s? (b) ¿Cómo se incrementa el momento 
angular en cada unidad de tiempo? (c) ¿Qué momento de fuerza ex- 
terno actúa sobre el cilindro? (4) ¿Cuál es el módulo de la fuerza de ro- 
zamiento que actúa sobre la periferia del cilindro? 


45 ++ Enla figura 10.46, el plano inclinado carece de rozamiento y 
la cuerda pasa a través del centro de masas de cada bloque. La polea 
tiene un momento de inercia [ y una radio K. (a) Determinar el momento 
resultante que actúa sobre el sistema (las dos masas, la cuerda y la 


polea) respecto al centro de la polea. (b) Expresar el momento angular 
total del sistema respecto al centro de la polea cuando las masas se mue- 
ven con velocidad v. (c) Determinar la aceleración de las masas a partir 
de los resultados de los apartados (4) y (b) igualando el momento resul- 
tante con la derivada respecto al tiempo del momento angular del sis- 
tema. "5 





FIGURA 10.46 Problema 45 


46  ** PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGENIE- 
RÍA La figura 10.47 muestra la parte trasera de un vehículo espacial que 
gira alrededor de su eje longitudinal a 30 rev'min. Los ocupantes de- 
sean detener esta rotación. Para ello disponen de pequeñas toberas 
montadas tangencialmente a una distancia KR = 3 m del eje, como se in- 
dica en la figura, Cada una de ellas lanza un chorro de 10 gs de gas a 
una velocidad de 800 m/s. ¿Durante cuánto tiempo deben estar funcio- 
nando estas toberas para detener la rotación? En vuelo, el momento de 
inercia rotacional del vehículo alrededor de su eje (supuesto constante) 
es de 4000 kg - m?. 


800 m/s 





6revémin | 
| 


| 
' 


2800 m/s 


FIGURA 10.47 Problema 46 


47 e*e Un proyectil de masa M se lanza con un ángulo $ y con una 
velocidad inicial 0, Considerando el momento de fuerza y el momento 
angular respecto del punto del lanzamiento, demostrar explícitamente 
que dL/di = 7. Ignorar los efectos de la resistencia del aire. (Las ecua- 
ciones que describen el movimiento de los proyectiles se analizan en el 
capítulo 3.) 





CONSERVACIÓN DEL MOMENTO 
ANGULAR 





48 * Un planeta se mueve en una órbita elíptica alrededor del Sol, 
estando éste en un foco de la elipse (figura 10.48). (a) ¿Cuál es el mo- 
mento respecto al Sal pro- 

ducido por la fuerza 
gravitatoria de atrac- 
ción del Sol sobre el 
planeta? (b) En la posi- 
ción A, el planeta está 

a una distancia r, del 
Sol y se está moviendo 
con velocidad v, per- 
pendicular a la línea que va del Sol al planeta. En la posición B, está a 
una distancia r, y se mueve con velocidad v,, de nuevo perpendicular a 
la línea que va del Sol al planeta. ¿Cuál es la relación de v, y v, en fun- 
ción de ?, y r.? 


FIGURA 10.48 Problema 48 


4 «e Un hombre está de pie sobre una plataforma sin roza- 
miento que gira con una velocidad angular de 1,5 rev 's. Sus brazos 
están extendidos y sostiene en cada mano una bola pesada. El mo- 
mento de inercia del hombre, los pesos extendidos y la plataforma es 
6 kg - mí, Cuando el hombre impulsa los pesos hacia su cuerpo, el 
momento de inercia decrece a 1,8 kg - m”. (4) ¿Cuál es la velocidad an- 
gular resultante de la plataforma? (b) ¿Cuál es la variación de energía 
cinética experimentada por el sistema? (c) ¿De dónde procede este in- 
cremento de energía? "58pp 


50 ee Una pequeña porción de masilla de masa 11 cae desde el 
techo sobre el borde exterior de un tocadiscos de radio R y momento 
de inercia 1, que está girando libremente con velocidad angular 0, 
alrededor de su eje de simetría vertical fijo. (4) ¿Cuál es la velocidad 
angular del tocadiscos más la masilla después del choque? 
(b) Después de varias vueltas, la masilla se desprende del borde del 
tocadiscos hacia fuera. ¿Cuál es la velocidad angular del tocadiscos 
después de desprenderse la masilla? 


51 ee Un cilindro macizo de plástico de R = 15 cm y de M = 0,25 kg 
se ajusta de modo que puede girar alrededor de un eje vertical mediante 
unos cojinetes que no ejercen rozamiento. Una cucaracha de 0,015 kg de 
masa está sobre el cilindro a 8 cm del centro. Inicialmente, tanto el cilindro 
como la cucaracha están en reposo. De repente, la cucaracha echa a andar 
por un camino circular a una distancia fija de 8 cm del eje de rotación. Si 
la velocidad de la cucaracha con respecto al cilindro es de v = 0,01 m/s, 
¿cuál es la velocidad de la cucaracha con respecto al exterior? "spp 


52 «se Dos discos de masa 
idéntica, pero de radios diferen- 
tes (r y 2r), giran sobre cojinetes 
sin rozamiento a la misma veloci- 
dad angular «w,, pero en sentidos 
opuestos (figura 10,49). Lenta- 
mente, los dos discos son impul- 
sados el uno hacia el otro hasta 
que sus superficies entran en 
contacto. La fuerza de roza- 
miento superficial da lugar a que 
finalmente ambos posean la 
misma velocidad angular. 
(a) ¿Cuál es el módulo de esta velocidad angular final? (b) ¿Cuál es el 
cambio de energía cinética de rotación del sistema? 


FIGURA 10.49 
Problema 52 


53 e* Un bloque de masa m1 que se desliza sobre una mesa sin ro- 
zamiento está atado a una cuerda que pasa por un agujero de la mesa. 
Inicialmente, el bloque se desliza con velocidad +, en un círculo de radio 








ps 


Problemas 359 
Fi Determinar (4) el momento angular del bloque, (5) su energía ciné- 
tica, (c) la tensión de la cuerda. Una persona situada bajo la mesa, tira 
suavemente de la cuerda. ¿Cuánto trabajo se necesita para reducir el 
radio del círculo de r, a 1,12? 


54 *... Una masa puntual de 0,2 kg que se mueve sobre una super- 
ficie horizontal sin rozamiento está atada a una cinta de caucho cuyo 
otro extremo está fijo en el punto P. La cinta de caucho ejerce una fuerza 
F = bx hacia P, donde x es la longitud de la cinta y b un coeficiente des- 
conocido. La masa se mueve a lo largo de la línea de puntos de la figura 
10.50, Cuando pasa por 

el punto A, su velocidad dl 
es de 4 m/s en la direc- 

ción que se muestra. La 

distancia AP es de 0,6 m e 
y BP es 1,0 m. (1) Deter- Uv 
minar la velocidad de la 


“— 0,6 m ——= “— 0,6 m —— 





To 


masa en los puntos B y 1,0 m e 
C. (b) Determinar el coe- , ¿ 
ficiente b, A l 

B 


FIGURA 10.50 Problema 541 


CUANTIZACIÓN DEL MOMENTO 
ANGULAR 





55 e* La componente z del espín de un electrón es —5h, pero el 
módulo del vector espín es W0,75 4. ¿Qué ángulo forma el vector mo- 
mento angular de espín del electrón con el eje 2? "seme 


56 ee Demostrar que la diferencia energética entre un estado rota- 
cional y el siguiente estado más elevado es proporcional a € + 1. 


57 e PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN BIOLÓGICA 
En la molécula HBr, la masa del núcleo de bromo es 80 veces supe- 
rior a la masa del núcleo de hidrógeno (un solo protón); en conse- 
cuencia, al estudiar el movimiento rotacional de esta molécula, es 
correcto suponer, con buena aproximación, que el núcleo de Br per- 
manece estacionario mientras el átomo de H (masa, 1,67 x 107 kg) 
gira a su alrededor. La separación entre el átomo de H y el núcleo de 
Br es 0,144 nm. Calcular (4) el momento de inercia de la molécula 
HBr respecto al núcleo de Br y (b) las energías de rotación corres- 
pondientes al estado fundamental f = 0 y a los dos primeros estados 
excitados € =1,f€ =2. mayp 


s8 +... La separación de equilibrio entre los dos núcleos de la 
molécula de nitrógeno (N,) es 0,11 nm. La masa de cada núcleo de 
nitrógeno es 14 u, donde u = 1,66 X 10” kg. (1) Considerar un mo- 
delo de la molécula de nitrógeno formado por una pesa de gimna- 
sia, rígida, con dos masas puntuales iguales en sus extremos y 
calcular el momento de inercia alrededor de su centro de masas. 
(b) Determinar los tres niveles energéticos E, de rotación mediante la 
relación E, = E. = €(€ + 1)f%/(Q1). (c) Las moléculas emiten una 
partícula (o cuanto) de luz llamada fotón cuando experimentan una 
transición desde un estado de mayor a otro de menor energía. 
Determinar la energía de un fotón emitido cuando la molécula de ni- 
trógeno cae del estado f = 2 al estado f = 1. Los fotones de luz visi- 
ble tienen una energía de entre 2 y 3 eV. ¿Pertenecen esos fotones a 
la región visible? 
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s9 "ee CONCEPTUAL Considérese una transición desde un estado 
de baja energía a uno de mayor energía mediante la absorción de un 
cuanto de energía que da lugar a un aumento de la energía rotacional de 
una molécula de N, (ver problema 58). Suponer que dicha molécula se 
encuentra en el estado fundamental de rotación y que fue expuesta a fo- 
tones con una energía igual a tres veces la energía de su primer estado ex- 
citado. (a) ¿Será capaz la molécula de absorber la energía de los fotones? 
Explique su respuesta. En caso afirmativo, determinar el nivel de energía 
al que podría ir. (b) Para realizar una transición del estado fundamental 
al segundo estado excitado, determinar la energía necesaria expresada 
como un número de veces la energía del primer estado excitado. 


COLISIONES CON ROTACIÓN 





60 e* Una barra de 16,0 kg y 2,4 m de longitud está apoyada sobre 
el filo de una cuchilla por su punto medio. Una bola de 3,2 kg de arcilla 
se deja caer desde el reposo, desde una altura 

de 1,2 m y se produce un choque comple- 3,20 Kg A 
tamente inelástico con la barra a 0,9 m | 
del punto de soporte (figura 
10.51). Determinar el mo- 
mento angular, respecto al 
punto de apoyo, del sis- 
tema barra más arcilla, im- 
mediatamente después de 
la colisión inelástica. 


1,20 m 





FIGURA 10.51 Problema 60 


61 +* La figura 10.52 muestra una barra delgada de longitud L 
y masa M y una pequeña cantidad de masilla de masa 1. El sistema 
está apoyado sobre una superficie horizontal sin rozamiento. La ma- 
silla se mueve hacia la derecha con velocidad y, choca contra la barra 
a una distancia d del centro de la misma y se adhiere en el punto de 
contacto. Determinar las expresiones correspondientes a la veloci- 
dad del centro de masas del sistema y a la velocidad angular del sis- 
tema respecto a su centro de masas tras la colisión. "$3pp 


M 


(vista desde arriba) 


vo I 
m1 Qi 


FIGURA 10.52 
Y Problema 61 





62 es  Enla figura 10.52, reemplazar la bola de masilla por una 
pequeña esfera dura, de tamaño despreciable, que choca elástica- 
mente contra la barra a una distancia L/4 del centro de la barra. 
Después de la colisión, la esfera queda en reposo. Calcular mM. 


63 ee La figura 10.53 muestra una barra 
uniforme de longitud d y masa M que cuelga de 
un pivote en la parte superior. La barra, inicial- 
mente en reposo, recibe el choque de una partí- 
cula de masa mm en un punto x = 0,84 por debajo 
del pivote, Suponer que la masilla se pega a la 
barra. ¿Cuál debe ser el módulo de la velocidad 
v de la partícula para que el ángulo máximo 


entre la barra y la vertical sea de 909? ae | 
ES : 





FIGURA 10.53 
Problema 63 


64 ++ Si para el sistema del problema 63, d = 1,2 m, M = 0,8 kg y 
m = 0,3 kg, y el ángulo máximo entre la barra y la vertical es 60%, deter- 
minar la velocidad de la partícula antes del impacto. 


65 e«* Una barra uniforme de masa M está en reposo sobre una mesa 
sin rozamiento cuando, de repente, cerca de uno de sus extremos es gol- 
peada con un impulso K en la dirección horizontal perpendicular a la 
barra. Inmediatamente después del golpe, (1) ¿cuál es la velocidad del 
centro de masas de la barra?, (b) ¿cuál es la velocidad del extremo donde 
es golpeada?, (c) ¿cuál es la velocidad del otro extremo de la barra? (d) 
¿hay algún punto de la barra que no se mueva? 


66 «+ Un proyectil de masa 111, se mueve a velocidad constante , 
hacia un disco estacionario de masa M y radio R, libre de girar alrede- 
dor de un pivote que pasa por su eje O (figura 10.54). Antes del impacto, 
el proyectil se desplaza a lo largo de una línea situada a la distancia b 
por debajo del eje. El proyectil choca contra el disco y se adhiere al 
punto B. Tratar al proyectil como una masa puntual. (a) Antes del im- 
pacto, ¿cuál es el momento angular total L, del proyectil y el disco alre- 
dedor del eje 0? (1) ¿Cuál es la velocidad angular w del sistema disco y 
proyectil justamente después del impacto? (b) ¿Cuál es la energía ciné- 
tica del sistema disco y proyectil después del impacto? (c) ¿Cuánta ener- 
gía mecánica se pierde en esta colisión? 





ES 


67 ++ Una barra uniforme de longitud L, y masa M = 0,75 kg 
se soporta con una bisagra en un extremo y puede girar libremente 
en el plano vertical (figura 10.55). La barra se libera desde el reposo 
en la posición indicada. De la bisagra pende una partícula de masa 
m = 0,5 kg en el extremo de una cuerda de longitud £L.. Al produ- 
cirse el contacto, la partícula se adhiere a la barra. ¿Cuál debe ser la 
relación L,/ L, para que 0,,, = 60% después de la colisión? "sswr 


Mo ag de 
vo 


FIGURA 10.54 
Problema 66 


máx 


FIGURA 10.55 
Problema 67 





68 e* Una barra uniforme de longitud L, = 1,2 m y de masa 
M = 2,0 kg está sujeta por un extremo a una bisagra, de tal forma 
que puede girar en el plano vertical (figura 10.55). La barra, inicial- 
mente en reposo en la posición de la figura, cae. Una partícula de 
masa m cuelga de una cuerda delgada de longitud L, = 0,8 m de la 
misma bisagra. Cuando la partícula choca con la barra, se engancha 
a ella, Después de la colisión, la barra sigue girando hasta formar un 
ángulo 8 = 6... = 37”. (a) Calcular m. (b) ¿Cuánta energía se disipa 
durante la colisión? "esur 





PRECESIÓN 





69 e* Una rueda de bicicleta está montada en el punto medio de 
un eje de 50 cm de largo. El neumático y la llanta pesan 30 N y la rueda 
tiene un radio de 28 cm. La rueda se hace girar a 12 rev /s y el eje se co- 
loca entonces en una posición horizontal con uno de sus extremos des- 
cansando sobre un pivote. (1) ¿Cuál es el momento angular debido al 
giro sobre sí mismo de la rueda? (Considérese que la rueda es un aro.) 
(b) ¿Cuál es la velocidad angular de precesión? (c) ¿Cuánto tiempo ha 
de transcurrir para que el eje recorra 360” alrededor del pivote? 
(d) ¿Cuál es el momento angular asociado con el movimiento del centro 
de masas, es decir, debido a la precesión? ¿En qué dirección actúa este 
momento angular? yp 


70 e* Un disco uniforme de 2,5 kg de masa y radio 6,4 cm se monta 
en el centro de un eje de 10 cm y gira sobre sí mismo a 700 rev min. El 
eje se coloca luego en una posición horizontal con un extremo descan- 
sando sobre un pivote. Al otro extremo se le da una velocidad horizon- 
tal inicial de modo que la precesión es suave sin nutación. (2) Hallar la 
velocidad angular de precesión. (b) ¿Cuál es la velocidad del centro de 
masas durante la precesión? (c) ¿Cuáles son el módulo y la dirección de 
la aceleración del centro de masas? (4) ¿Cuáles son las componentes 
vertical y horizontal de la fuerza ejercida por el pivote? 


PROBLEMAS GENERALES 





71 * Una partícula de masa 3 kg se mueve en el plano xy con 
velocidad v = 3 m/s ía lo largo de la línea y = 5,3 m. (a) 
Determinar el momento angular L relativo al origen cuando la 
partícula está en el punto (12 m, 5,3 m). (b) Una fuerza 
F = (3,9 N)i se aplica a la partícula. Determinar el momento 
producido por esta fuerza respecto al origen cuando la partícula 
pasa por el punto (12 m, 5,3 m). see 


72 * El vector posición de una partícula de masa 3 kg viene 
dado por Y = (4,0 + 3,08)j, donde F se expresa en metros y Í en se- 
gundos. Determinar el momento angular y el momento de fuerza 
que actúa sobre la partícula respecto al origen. 


73 +* Dos patinadores sobre hielo cogidos de las manos giran de 
forma sincronizada dando una revolución en 2,5 s. Sus masas son 55 kg y 
85 kg y están separados 1,7 m. Su centro de masas no se mueve. 
Determinar (4) el momento angular del sistema respecto a su centro de 
masas y (b) la energía cinética total del sistema. 


74 e* Una bola de 2 kg atada a una cuerda de longitud 1,5 m se 
mueve en una circunferencia horizontal el- 
rando en sentido antihorario (visto desde 
arriba) como un péndulo cónico (figura 
10.56). La cuerda forma un ángulo 4 = 30* : 
con la vertical. (4) Demostrar que el mo- 15 E 
mento angular de la bola respecto al 
punto de soporte P tiene una compo- 

nente horizontal dirigida hacia el E y 
centro del círculo, así como una E gr 
componente vertical, y hallar sus O. 
valores. (b) Determinar el módulo 
de dL/dt y demostrar que es igual 
al módulo del momento ejercido 
por la gravedad respecto al punto 
de soporte. 





FIGURA 10.56 
Problema 74 


75 es Una masa m1 situada sobre una superficie horizontal sin ro- 
zamiento está sujeta a una cuerda que se arrolla alrededor de un poste 
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cilíndrico vertical, de modo que cuando se pone en movimiento sigue 
una trayectoria en espiral hacia dentro, (4) ¿Se conserva el momento an- 
gular de la masa? (b) ¿Se conserva la energía de la masa? (c) Si la velo- 
cidad de la masa es 7, cuando la longitud de la cuerda es r, ¿cuál será 
su velocidad cuando la longitud de la cuerda no arrollada sea 1/2? 


76 es PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGENIE- 
RÍA La figura 10,57 muestra un tubo cilíndrico hueco de masa M, lon- 
gitud L y momento de inercia ML*/10. Dentro del cilindro se 
encuentran dos discos de masa 11 separados una distancia € y atados a 
un vástago central por una cuerda delgada. El sistema puede girar alre- 
dedor de un eje vertical a través del cilindro. Cuando el sistema gira con 
la velocidad angular «, las cuerdas que mantienen los discos se rompen 
súbitamente y éstos se pegan a las tapas del cilindro cuando llegan a los 
extremos. Obtener las expresiones correspondientes a la velocidad an- 
gular final y a las energías inicial y final del sistema. Suponer que las pa- 
redes interiores del cilindro carecen de rozamiento. 


77 +. PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGE- 
NIERÍA Repetir el problema 76 suponiendo ahora que existe roza- 
miento entre los discos y las paredes del cilindro. Sin embargo, el 
coeficiente de rozamiento no es suficiente para evitar que los discos 
alcancen los extremos del cilindro. ¿Puede determinarse la energía 
final del sistema sin saber el coeficiente de rozamiento cinético? 
E 


78 ++ PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGE- 
NIERÍA Supongamos que en la figura 10.57, £ = 0,6 m, L = 2,0 m, 
M =0,8 kg y m = 0,4 kg. El sistema gira con la velocidad angular «, 
de tal modo que la tensión en la cuerda es 108 N justo antes de que 
se rompa. Determinar la velocidad angular crítica y la velocidad an- 
gular del sistema tras las colisiones inelásticas. Calcular la energía 
cinética total del sistema cuando la velocidad angular es la crítica 
tras las colisiones inelásticas. Suponer que las paredes interiores del 
cilindro carecen de rozamiento. 





FIGURA 10.57 Problemas 76, 77 y 78 


79 e* La segunda ley de Kepler establece que el radio vector del Sol 
a un planeta barre áreas iguales en tiempos iguales. Demostrar que esta ley 
se deduce directamente del principio de conservación del momento an- 
gular, teniendo en cuenta, además, que la fuerza de atracción gravitato- 
ria entre un planeta y el Sol actúa a lo largo de la línea que une los dos 
objetos celestes. "584P 


80 e* Considerar una plataforma giratoria cilíndrica de masa M y 
radio R girando con velocidad angular «,. (a) Un periquito de masa mm 
revolotea sobre el disco hasta que aterriza justamente en el borde, como 
se muestra en la figura 10.58. ¿Cuál es la velocidad angular de la plata- 
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Momento angular 


forma tras el aterrizaje del 
periquito? (b) Al sentirse ma- 
reado, el periquito salta (no 
vuela) con velocidad vU res- 
pecto a la plataforma. La di- 
rección de Y es tangente al 
borde de la plataforma y en 
la dirección de su rotación. 
¿Cuál será la velocidad angu- 
lar de la plataforma tras el 
salto? 





FIGURA 10.58 Problema 80 


81 es Se dispone de un disco pesado de metal (parecido a una mo- 
neda grande), como se muestra en la figura 10.59, de 0,500 kg de masa, 
de 0,125 m de radio y de un espesor despreciable. (Estos discos se co- 
nocen como discos de Euler.) 5e coloca el disco en una plataforma gira- 
toria, que consiste en un cilindro macizo estrecho de 0,735 kg de masa 
y 0,250 m de radio que gira alrededor de un eje que pasa por su centro 
mediante unos cojinetes que no producen rozamiento. 5e imprime al 
disco un movimiento de rotación alrededor de un diámetro del disco y 
en el centro de la plataforma. Al hacerlo, se mantiene la plataforma su- 
jeta, pero inmediatamente se la deja mover de forma libre. El disco tiene 
una velocidad angular inicial de 30 rev min. (a) Si el disco se para de 
tal forma que su eje de simetría coincide con el eje de rotación de la pla- 
taforma, ¿cuál es la velocidad angular final de la plataforma? (b) ¿Cuál 
será la velocidad angular final si cuando se para el eje del disco está a 
0,10 m del eje de la plataforma? 







FIGURA 10.59 
Problema 81 (Gentileza 
de Tangent Toy Co.) 


82 es (2) Suponiendo que la Tierra es una esfera homogénea de 
radio r y masa 1m, demostrar que el periodo T de la rotación terrestre al- 
rededor de su eje está relacionado con el radio por T = br?, donde b = 
(4/5) rm/L, siendo L el momento angular de espín de la Tierra debido 
a su rotación. (6) Suponer que el radio y cambia en una cantidad muy 
pequeña Ar debido a algún efecto interno, como la dilatación térmica. 
Demostrar que el cambio fraccional en el periodo AT viene dado apro- 
ximadamente por AT/T = 2 Arfr. (c) ¿Cuántos kilómetros tendría que 


expansionarse la Tierra para que el periodo cambiase 0,25 días año, de 
modo que los años bisiestos no fueran necesarios? 


83 e* La dirección del eje de rotación de la Tierra no está fija en el 
espacio, sino que se mueve en un círculo de radio de 23" con un periodo 
de 26000 años, produciendo lo que se conoce con el nombre de prece- 
sión de los equinocios. Por esta razón, la estrella polar actual, Polaris, no 
será la estrella polar indefinidamente. La Tierra es un giróscopo gigante, 
con un momento ejercido por el Sol y por la Luna sobre ella. Calcular 
un valor aproximado para este momento, sabiendo que el periodo de 
rotación de la Tierra es de 1 día y que su momento de inercia es 8,05 X 
10% kg - mó. "spp 


84 e. Como se indicó en el texto, de acuerdo con el Modelo 
Estándar de la Física de Partículas, los electrones son partículas pun- 
tuales. (Esta hipótesis se ha confirmado experimentalmente, y se ha 
visto que el radio de un electrón es inferior a 107* m.) El espín intrín- 
seco de un electrón podría, en principio, ser debido a su rotación. 
Veamos si esa conclusión es posible. (1) Supongamos que el electrón es 
una esfera de 101% m de radio. ¿Cuál debería ser la velocidad angular 
necesaria para producir un momento angular intrínseco igual al valor 
conocido de 4/2? (b) Utilizando este valor para la velocidad angular, 
mostrar que un punto del “ecuador” de este electrón tendría una velo- 
cidad lineal superior a la de la luz. ¿Cuál es la conclusión a la que lle- 
garía sobre el momento angular de espín del electrón cuando se supone 
análogo al de rotación de una esfera? 


85 e* Un fenómeno interesante que ocurre en determinados pul- 
sars (ver problema 24) es un cambio rápido de la velocidad de rotación 
del pulsar debido a una recolocación de la masa y el consecuente cam- 
bio de su momento de inercia. Imaginemos un pulsar de 10 km de radio 
cuyo periodo de rotación es 25,032 ms. Se observa un cambio repentino 
de dicho periodo de 25,032 ms a 25,028 ms. Si este acortamiento causó 
la contracción de la estrella, ¿cuál fue el cambio originado sobre el radio 
del pulsar? 


86 *** La figura 10.60 muestra una polea 
formada por un disco uniforme, del cual pende 
una cuerda pesada. La circunferencia de la polea 
es de 1,2 m y su masa de 2,2 kg. La cuerda tiene 
0,8 m de longitud y su masa es 4,8 kg. En el ins- | 
tante mostrado en la figura, el sistema está en re- : 
poso y la diferencia de altura de los dos 

extremos de la cuerda es 0,6 m. (4) ¿Cuál es la 

velocidad angular de la polea cuando la dife- 

rencia de altura entre los extremos de la cuerda : 

es de 7,2 m? (b) Obtener una expresión para el 0.6 m 
momento angular del sistema en función del | 
tiempo, prescindiendo del caso en que cual- 
quiera de los extremos de la cuerda está por 
encima del centro de la polea. No hay desliza- 
miento relativo entre la cuerda y la polea. 


FIGURA 10.60 
Problema 86 
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ESTE MAPA DE LA GRAVEDAD TERRESTRE EN EL 
HEMISFERIO OESTE FUE ELABORADO COMO PARTE 
DE LA MISIÓN CONJUNTA ENTRE LA DLA DE 
ALEMANIA Y LA NASA DE ESTADOS UNIDOS. LA 
INTENSIDAD DEL CAMPO GRAVITATORIO VARÍA 
LIGERAMENTE DEPENDIENDO DE LA LOCALIZACIÓN 
[LAS VARIACIONES ILUSTRADAS EN EL MAPA SON 
EXAGERADAS.) LOS DATOS FUERON OBTENIDOS 
MEDIANTE UN SEGUIMIENTO MUY PRECISO DE LA 
DISTANCIA ENTRE DOS SATÉLITES. 
(NASAUniversity of Texas Center for 
Space Research.) 





oy día conocemos bien cuál es el papel de la gravedad en el movimiento e 
interacciones de cuerpos celestes, la expansión o contracción de galaxias y 
la formación de agujeros negros. La fuerza gravitacional ejercida por la 
Tierra sobre nosotros y sobre los cuerpos que nos rodean es un hecho de 
experiencia cotidiano. Es la gravedad la que nos liga a la Tierra y hace que 
la Tierra y otros planetas permanezcan en el sistema solar. Sin embargo, las 
variaciones de la gravedad son a menudo demasiado pequeñas como para notar- 
las en la superficie terrestre, aunque no deberían ser completamente ignoradas. 
Los geofísicos han encontrado maneras de utilizar esas pequeñas variaciones de la 
gravedad para determinar la localización de depósitos de petróleo y minerales. 

Durante la época de Newton, muchos creían que en el vasto universo la naturaleza 
seguía reglas distintas de las de aquí, sobre la Tierra. La ley de Newton de la gravita- 
ción universal y las tres leyes de la dinámica, mostraron que la naturaleza sigue las 
mismas reglas en todas partes; esto produjo un efecto profundo sobre la visión actual 
que se tiene del universo. 





En este capítulo, usaremos las herramientas que nos proporcionan la conser- 
vación del momento angular, las leyes de Newton del movimiento, y la ley de 
Newton de la gravitación para predecir el movimiento de los planetas y de los 
otros objetos celestes, incluidos los satélites que hemos enviado al espacio. 
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Utilizando dos satélites, ¿cómo se 

podrian aplicar los conocimientos de 

la gravedad para detectar reglones 
donde aumenta la intensidad del campo 
gravitatorio? (Véase el ejemplo 11.9.) 
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El cielo nocturno, con sus miríadas de estrellas y sus planetas brillan- 
tes, ha fascinado siempre a la humanidad. Hacia finales del siglo Xvi, el 
astrónomo Tycho Brahe estudió los movimientos de los planetas e hizo 
observaciones considerablemente más exactas que las realizadas pre- 
viamente. Utilizando los datos de Brahe, Johannes Kepler, descubrió 
que las trayectorias reales de los planetas alrededor del Sol eran elipses 
(figura 11.1). También demostró que los planetas no se movían con ve- 
locidad constante, sino más rápidamente cuando estaban más cerca del 
Sol que cuando estaban más lejos. Finalmente, Kepler desarrolló una 
relación matemática precisa entre el periodo de un planeta y su distan- 
cia media al Sol (ver tabla 11.1). Kepler expresó sus resultados en tres 
leyes empíricas del movimiento planetario. Estas leyes proporcionaron 
a Newton la base para su descubrimiento de la ley de la gravedad. Las 
leyes de Kepler son: 


Ley 1. Todos los planetas se mueven en órbitas elípticas con el 
Sol situado en un foco. 


Una elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de dis- 
tancias a dos puntos, llamados focos F, es constante (figura 11.2). La 
figura 11.3 muestra una trayectoria elíptica de un planeta con el Sol 
en un foco. La órbita de la Tierra es casi circular; la distancia al Sol en 
el perihelio (punto más próximo) es de 1,48 X 10% m, y en el afelio 
(punto más lejano) de 1,52 X 10" m. El semieje mayor, que es la se- 
misuma de estas distancias, vale 1,50 X 10% m para la órbita terres- 
tre. La distancia media Tierra-Sol define la unidad astronómica (UA): 


1 UA = 1,50 Xx 10% m = 93,0 < 10* mi 11.1 


La UA se utiliza frecuentemente en los problemas relacionados con el 
sistema solar. 
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FIGURA 11.1 Órbitas de los planetas alrededor del Sol. (Los tamaños no 
están a escala.) En 2006, la Unión Astronómica Internacional aprobó una nueva 
definición de planeta que excluye a Plutón, pero lo incluyó en una nueva 
categoría llamada “planetas enanos”. 








Modelo mecánico del sistema solar, denominado planetario 
de mesa, de la colección de Instrumentos científicos 
históricos de la Universidad de Harvard. (Collection of 
Historical Scientific Instruments, Harvard University.) 





orbitales de los planetas 


Radio orbital medio r Periodo T 


Planeta (x 10% m) (años) 
Mercurio 5,79 0,241 
Venus 10,8 0,615 
Tierra 15,0 1,00 
Marte 22,8 1,88 
Júpiter 77,8 11,9 
Saturno 143 29,5 
Urano 287 8d 
Neptuno 450 165 
Plutón 590 248 





FIGURA 11.2 Una elipse es el lugar geométrico 
de los puntos para los cuales r, + r, = constante. La 
distancia a es el semieje mayor y b el semieje menor. 
Una elipse puede dibujarse con una cuerda fijando 
cada extremo en un foco y utilizándola como guía para 
un lápiz. El círculo es un caso especial en el que los 
dos focos coinciden en un mismo punto. 
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FIGURA 11.3 kecorrido elíptico de un planeta con el Sol en FIGURA 11,4 Cuando un planeta está próximo al Sol, se mueve más 
un foco. El punto P, donde el planeta está más cerca del Sol, se deprisa que cuando está más lejos. Las áreas barridas por el radio vector en 
llama perihelio, y el punto A, donde está más lejos, afelio. La distan- un intervalo de tiempo determinado son iguales, 


cia media entre el planeta y el Sol, que se define como (r, EJE 
es igual al semieje mayor. (Los planetas conocidos viajan a lo largo 
de trayectorias más circulares que la que aquí se muestra. ) 


Ley 2. La recta que une cualquier planeta con el Sol barre áreas iguales en 
tiempos iguales. 


La figura 11.4 ilustra la segunda ley de Kepler, o la ley de las áreas iguales. Un pla- 
neta se mueve más rápidamente cuando está más próximo al Sol que cuando está 
más lejos, de tal modo que el área barrida por el radio vector en un determinado 
intervalo de tiempo es la misma a lo largo de toda la órbita. Esta ley de las áreas 
iguales está relacionada con la ley de conservación del momento angular, como ve- 
remos en la sección próxima. 


Ley 3. El cuadrado del periodo de cualquier planeta es proporcional al 
cubo del semieje mayor de su órbita. 


La tercera ley de Kepler relaciona el periodo de un planeta con su distancia 
media al Sol, que es igual al semieje mayor de su órbita elíptica. En forma alge- 
braica, si r es el radio orbital medio (por radio orbital medio entendemos el pro- 
medio de las distancias del perihelio y del afelio) y T es el periodo de revolución 
del planeta, la tercera ley de Kepler establece que 


TREPA 11.2 


donde la constante C tiene el mismo valor para todos los planetas. Esta ley es una 
consecuencia simple del hecho de que la fuerza ejercida por el Sol sobre un planeta 
varía inversamente con el cuadrado de la distancia del Sol al planeta. Lo demos- 
traremos en la sección siguiente para el caso especial de una órbita circular. 
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Ejemplo ¡AJA Órbita de Júpiter 


La distancia media del Sol a Júpiter es 5,20 UA. ¿Cuál es el periodo de la órbita de Júpiter al- 
rededor del 501? 


PLANTEAMIENTO Utilizaremos la tercera ley de Kepler para relacionar el periodo de 
Júpiter con su radio orbital medio. La constante C puede deducirse a partir de la distancia 
media al Sol y el periodo de la Tierra, que son conocidos. 





SOLUCIÓN 
1. La tercera ley de Kepler relaciona el periodo de Júpiter T, con su distancia ER 
media al Sol, 1;: 
2. Aplicar la tercera ley de Kepler a la Tierra para determinar C en función Th = Cr 
del. Vr: 
HF * 
3. Dividir las dos ecuaciones, eliminando C, y despejar T; T 8 
E "E 
pa 5,20 UA 432 
por lo tanto, 1, = E) = El año) — : ) 
Es - 1UA 
COMPROBACIÓN El resultado del paso 3 concuerda con el periodo orbital de Júpiter de la 
tabla 11.1. 
OBSERVACIÓN En la figura 11.5, se representan el periodo de las órbitas de la Tierra, 
Júpiter, Saturno, Urano y Neptuno en función de la distancia media al Sol. En (a) el periodo 
se representa en función de la distancia media al Sol mientras que en (hb) se representa el pe- 
riodo al cuadrado respecto la tercera potencia de la distancia media al Sol. En el segundo 
caso, los puntos se alinean en una línea recta. 
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FIGURA 11.5 


PROBLEMA PRÁCTICO 11.1 El periodo de Neptuno es 164,8 años. Calcular su distancia 
media al Sol. 


PROBLEMA PRÁCTICO 11.2 Si se representa el logaritmo del periodo de la Tierra, Júpiter, 
Saturno, Urano y Neptuno en función del logaritmo de la distancia media al Sol, todos los 
puntos se sitúan en una curva. ¿Cuál es la forma de esa curva? 





Ley de la gravitación de Newton 


11 


Aunque las leyes de Kepler constituyeron un paso importante en la comprensión 
de los movimientos planetarios, en realidad fueron simples leyes empíricas obte- 
nidas a partir de las observaciones astronómicas de Brahe. Fue Newton quien dio 
un paso de gigante al atribuir la aceleración de un planeta en su órbita a una fuerza 
ejercida sobre él por el Sol. Utilizando su segunda ley, Newton demostró que una 
fuerza que varía en razón inversa al cuadrado de la distancia entre el Sol y un pla- 
neta era la causa de las órbitas elípticas observadas por Kepler. Además, Newton 
formuló la atrevida hipótesis de que tal fuerza existía entre dos objetos cuales- 
quiera del universo. Ántes de Newton no se aceptaba generalmente que las leyes 
de la física observables en la Tierra fueran aplicables a los cuerpos celestes. Newton 
cambió el conocimiento que teníamos de la naturaleza del reino celestial mos- 
trando que las leyes de la física se podían aplicar igualmente a objetos terrestres 
como a objetos no-terrestres. La ley de la gravitación de Newton postula que 
existe una fuerza de atracción entre cada par de objetos que es proporcional al pro- 
ducto de las masas de los objetos e inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia que los separa. Sean 1, y m, las masas de las partículas puntuales 1 y 2 
(situadas en las posiciones F, y F,, respectivamente) y sea f, , el vector que apunta 
desde la partícula 1 a la partícula 2 (figura 11.64). 
La fuerza F, , que la partícula 1 ejerce sobre la partícula 2 es 





Y LEY DE LA GRAVITACIÓN DE NEWTON 








> Gm,m, _ 
E, == — 8, 11.3 
Pia 


LEY DE LA GRAVITACIÓN DE NEWTON 


donde f,, = F,,/r,, es el vector unitario que apunta de 1 a 2 y G es la constante de 
la gravitación universal, que vale 


G = 6,67 Xx 10" N -m*/kg? 11.4 


De acuerdo con la tercera ley de Newton, la fuerza E, ejercida por 2 sobre 1 es la 
opuesta a la fuerza F,, (figura 11.6b). El módulo de la fuerza gravitatoria ejercida 
por una partícula de masa m, sobre otra partícula de masa m, a una distancia y 
viene dada por 


Gm,.m 
E A 11,5 


A p2 
Newton publicó su teoría de la gravitación en 1686, pero hubo que esperar un siglo 
para que Henry Cavendish, como veremos en la siguiente sección, determinase ex- 
perimentalmente con exactitud el valor de G. 
El valor conocido de G puede utilizarse para calcular la atracción gravitatoria 
entre dos objetos ordinarios. 


PROBLEMA PRÁCTICO 11.3 


Mostrar que la fuerza gravitatoria de atracción de un joven de 65 kg y una muchacha de 
50 kg separados 0,5 m es de 8,7 Xx 10”? N, Suponer que sus masas son puntuales. 





Este cálculo demuestra que la fuerza gravitatoria ejercida entre sí por dos objetos 
de tamaño ordinario es extraordinariamente pequeña. Para comparar, un mosquito 
pesa aproximadamente 1 X 10"? N, así que la fuerza de atracción es igual al peso 
de 9 mosquitos. El peso de una persona de 50 kg es de 490 N, es decir, 500 millo- 
nes de veces superior a la fuerza de atracción calculada en el problema práctico 
11.3. La atracción gravitatoria sólo puede apreciarse fácilmente cuando al menos 
uno de los objetos tiene una masa enorme. La atracción gravitatoria entre la mu- 
chacha del ejemplo y la Tierra es considerable. 
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FIGURA 11.6 (a) Partículas en £, y F,. 
(b) Las partículas ejercen fuerzas iguales y 
opuestas una sobre otra. 
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Para comprobar la validez de la ley de la inversa del cuadrado de la distancia co- 
rrespondiente a la fuerza gravitatoria, Newton comparó la aceleración de la Luna 
en su órbita con la aceleración de caída libre de los objetos próximos a la superficie 
de la Tierra (tal como la legendaria manzana). Para ello, formuló la hipótesis de que 
la atracción gravitatoria debida a la Tierra era la causa de ambas aceleraciones. En 
primer lugar, suponía que la Tierra y la Luna podían considerarse como partículas 
puntuales con sus masas totales concentradas en los centros respectivos. La fuerza 
que actúa sobre una partícula de masa m1 a una distancia r del centro de la Tierra es 


GM.,m 


p? 


F. 11.6 


donde M., es la masa de la Tierra. Si ésta es la única fuerza que actúa sobre la par- 
tícula, su aceleración es 





a==—= Elo? 


Para objetos próximos a la superficie de la Tierra, r = R, y la aceleración de caída 
libre es g: 


GM, 


2 
E; 





E 11.8 


donde R,, es el radio de la Tierra. La distancia a la Luna es, aproximadamente, 60 
veces el radio de la Tierra (r = 60R,). Sustituyendo en la ecuación 11.7, resulta a = 
2/60%, de modo que la aceleración de la Luna en su órbita casi circular es igual a la 
aceleración de caída libre £ cerca de la superficie de la Tierra dividida por 60”, Es 
decir, la aceleración de la Luna a, tendría que ser (9,81 /3600) m/s”. Esta acelera- 
ción centrípeta de la Luna puede calcularse a partir de su distancia conocida al cen- 
tro de la Tierra, r = 3,84 X 10% m y su periodo, T = 27,3 días = 2,36 Xx 10 s: 


pe (2rr/TY drrir 4774(3,84 A 10* m) mn 
q, === LA A 2 272 X 1073 m/8? 
| P y E* (2,36 x 10% s)? 





Por lo tanto, 


2 9,81 m/s? | 
L£ == —=— = 3607 = 3600 
4  272Xx10*m/s? 


Newton dijo: “He comparado la fuerza necesaria para mantener la Luna en su ór- 
bita con la fuerza gravitatoria sobre la superficie de la Tierra y los resultados son 
bastante cercanos”. 

La hipótesis de que la Tierra y la Luna pueden tratarse como partículas puntua- 
les en el cálculo de la fuerza sobre la Luna es razonable, pues ésta se encuentra lejos 
de la Tierra en comparación con los radios terrestre o lunar, pero esta hipótesis es 
cuestionable cuando se aplica a la fuerza ejercida por la Tierra sobre un objeto pró- 
ximo a su superficie. Tras un esfuerzo considerable, Newton consiguió probar que 
la fuerza ejercida por un objeto con simetría esférica sobre una masa puntual si- 
tuada sobre su superficie o exteriormente, es la misma que tendría si toda la masa 
del objeto estuviera concentrada en su centro. La prueba requiere utilizar el cálculo 
integral, que Newton desarrolló para resolver este problema. 

Como g = 9,81 m/s” se mide fácilmente y el radio de la Tierra es conocido, la 
ecuación 11.8 puede utilizarse para determinar el valor del producto GM.,. Newton 
estimó el valor de G a partir de una estimación de la masa de la Tierra. Cuando 
Cavendish determinó G unos cien años más tarde, midiendo la fuerza entre pe- 
queñas esferas de masas y separación conocidas, decía que el objetivo de su apa- 
rato era “pesar la Tierra”. Saber el valor de G significa que puede determinarse la 
masa del Sol o la masa de cualquier planeta con satélites. Después del siguiente 
ejercicio se ilustra un método para calcular G. 





Visión de la Tierra tomada el 16 de julio de 
1969 desde el Apolo XT en su órbita alrededor 
de la Luna. (NASA.) 
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Cayendo hacia la Tierra 


Ejemplo 11.2 





¿Cuál es la aceleración en caída libre de un objeto a la altura de la órbita del transbordador 
espacial, unos 400 km por encima de la superficie terrestre? 


PLANTEAMIENTO La única fuerza que actúa es la fuerza de atracción gravitatoria. 








SOLUCIÓN ] | 
: Ai: MI) J 
E, GmM,/r? GM, rn ña 4 :)) 
1. La aceleración es a = F.'m, donde F. viene a ' sa ss purcgs | 
dada por la ley de la gravitación de Newton: ds ds y | A E Qe 
a A 
2. La distancia r está relacionada con el radio de r=R, +h= 6370 km + 400 km io 
la Tierra, R.,, y la altura h: = 6770 km 
GM 
3. La aceleración es, por lo tanto: a = 7 - (NASA.) 


(6,67 Xx 101 N « m?/kg2)(5,98 x 10% kg) 
| (6,77 x 10% mY 


8,70m/s! 





COMPROBACIÓN Una altitud de 400 km representa un 6% del radio de la Tierra (6370 km), 
y la aceleración de la gravedad de 8,7 m/s* es un 11% menor que 9,81 m/s”. Esa aceleración 
de la gravedad es razonable porque la altitud es sólo un 6% del radio de la Tierra. 


OBSERVACIÓN Ésta es también la aceleración de los astronautas del transbordador “en es- 
tado de ingravidez” cuando aceleran en su órbita circular. 


¿Cómo es posible que los astro- 
nautas que se encuentran en un 
transbordador en órbita afirmen 


COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 11.1 

El cálculo realizado en este ejemplo 11.2 puede simplificarse usando la ecuación 
11.8 para eliminar GM. a partir de la ecuación 11.7, En ese caso, la aceleración a una 
distancia r es 








F. GM, RI li e 
e an 11.9 que se sienten en ingravidez, si la 
m a S 72 


fuerza de la gravedad allí es sólo 
un 11% menor que la que hay en 
la superficie de la Tierra? . 


PROBLEMA PRÁCTICO 11.4 





¿A qué distancia por encima de la superficie de la Tierra la aceleración de la gravedad 
vale la mitad del valor que tiene en el nivel del mar? 





MEDIDA DE G 


Henry Cavendish fue el primero que, en 1798 y usando el aparato que se muestra en 
la figura 11.7, midió la constante de la gravitación universal G. La medida de G ha 
sido repetida por otros experimentadores con diversas mejoras y refinamientos. En 





FIGURA 11.7 (1) Dos pequeñas esteras, cada una de masa n1,, están er 
los extremos de una varilla ligera colgada de una fibra muy delgada. 
Medidas cuidadosas determinan el momento necesario para que la fibra se 
retuerza un determinado ángulo. Dos grandes esferas, cada una de masa mM, 
se sitúan entonces próximas a las esferas pequeñas. Debido a la atracción 
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gravitatoria de las esferas grandes sobre las pequeñas, la fibra gira un ángul 
muy pequeño 0 a partir de su posición de equilibrio. (b) El mismo aparato 
visto desde arriba. Una vez que el aparato alcanza el reposo se invierten las 
posiciones de las esferas grandes (como indican las líneas de trazos), de 
modo que estén a la misma distancia de la posición de equilibrio, pero en el 
lado opuesto. Cuando el aparato vuelva al reposo, la fibra habrá girado un 
ángulo 29 en respuesta a la inversión del momento. Conocida la constante d 
torsión de la fibra, las fuerzas entre las masas m, y m, pueden determinarse 
partir de la medida del ángulo de torsión. Como las masas y sus separacion 
son conocidas, G puede calcularse. Cavendish obtuvo un valor de G con un: 
precisión del orden del 1% respecto al valor hoy aceptado y que viene dado 
por la ecuación 11.4. 
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cualquier caso, medir G siempre resulta difícil a causa de la extraordinaria debilidad 
de la atracción gravitatoria. Por ello, el valor de G se conoce sólo con una precisión 
de 1 parte en 10000. Aunque G fue una de las primeras constantes físicas universa- 
les determinadas, sigue siendo una de las conocidas con menor exactitud. 


MASA GRAVITATORIA Y MASA INERCIAL 


La propiedad de un cuerpo responsable de la fuerza gravitatoria que éste ejerce 
sobre otro cuerpo recibe el nombre de masa gravitatoria. Por otro lado, la propiedad 
de un cuerpo que mide su resistencia frente a la aceleración recibe el nombre de 
masa inercial (o inerte). Para estas dos propiedades hemos estado utilizando el sím- 
bolo 1m porque, experimentalmente, las masas gravitatoria e inercial de un cuerpo 
son proporcionales. Por conveniencia, las unidades se definen de tal forma que la 
constante de proporcionalidad sea uno. El hecho de que la fuerza gravitatoria ejercida 
por un cuerpo sea proporcional a su masa inercial es una característica única que sólo 
cumple la fuerza de gravedad. Una de las consecuencias es que, si se desprecia la re- 
sistencia del aire, todos los objetos próximos a la Tierra caen con la misma aceleración. 
Este hecho ha sorprendido al mundo desde tiempos ya lejanos. El relato de cómo 
Galileo demostró este hecho dejando caer objetos desde la torre inclinada de Pisa es 
sólo uno de los ejemplos sobre el interés que esta cuestión suscitó en el siglo XvI. 
Podríamos imaginar fácilmente que las masas gravitatoria e inercial de un 
cuerpo no son iguales. Supongamos que designamos a la masa gravitatoria con el 
símbolo m,, y a la masa inercial con m. En este caso, la fuerza ejercida por la Tierra 
sobre un objeto próximo a su superficie sería 
Ñ GM.M4 


F = 


, - 11.10 
5 R5 


donde M, es la masa gravitatoria terrestre. Por lo tanto, la aceleración de caída 
libre de un cuerpo próximo a la superficie de la Tierra será 


F £ GM, ) Má 
n= = _— 
mM Ri 11 








11,11 


Si la gravedad fuera otra propiedad distinta de la materia, como el color o la rigí- 
dez, sería razonable pensar que la relación m,./m fuese función de magnitudes tales 
como la composición química del cuerpo o su temperatura. Entonces, la aceleración 
de caída libre sería diferente para diferentes objetos. Sin embargo, el hecho experi- 
mental es que a es la misma para todos los cuerpos. Como este es el caso, no es ne- 
cesario mantener la distinción entre m, y m, y podemos escribir mm. = m. Sin 
embargo, no debe olvidarse que esta es una conclusión experimental y, como tal, li- 
mitada por la exactitud con la que se lleve a cabo el experimento. En la década de 
1580-90, Simon Stevin realizó una serie de experimentos para comprobar esta equi- 
valencia. Galileo difundió esta ley ampliamente, y sus contemporáneos lograron 
considerables mejoras en la exactitud experimental con que fue establecida. 

Los experimentos más precisos llevados a cabo para comparar las masas gravita- 
toria e inercial fueron realizados por Newton utilizando péndulos simples, en lugar 
de cuerpos que caían libremente. De este modo, estableció la equivalencia entre 
ambas masas con una precisión aproximada de 1 parte en 1000. Los experimentos que 
comparan la masa inercial y la masa gravitatoria han sido mejorados continuamente 
a lo largo de los años. Actualmente, la equivalencia entre 11,, y 11 se encuentra esta- 
blecida, aproximadamente, en 1 parte en 5 X 10%, Por lo tanto, de todas las leyes físi- 
cas, la equivalencia entre las masas gravitatoria e inercial es una de las mejores 
establecidas. La equivalencia entre las masas gravitatoria e inercial es la base del lla- 
mado principio de equivalencia, que es fundamento de la teoría de la relatividad ge- 
neral de Einstein. 


DEDUCCIÓN DE LAS LEYES DE KEPLER 


Newton utilizó su segunda ley del movimiento para mostrar que una partícula que 
se mueve bajo la acción de una fuerza atractiva, que varía inversamente con el cua- 





Balanza gravitatoria de torsión utilizada en los 
laboratorios de prácticas de alumnos para la 
medida de G, Una pequeña desviación 
angular de la balanza origina una gran 
desviación angular del haz de láser que se 
refleja en el espejo de la balanza. (Gentileza de 
Central Scientific Company.) 





La aceleración de caída libre es la 
misma para todos los cuerpos. 






COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 11.2 






¿Cuál es la diferencia entre masa 
inercial y masa gravitatoria? 





Ley de la gravitación de Newton 


drado de la distancia desde un punto fijo, se mueve siguiendo una sección cónica 
(una elipse, una parábola o una hipérbola) con un foco localizado en el punto fijo. 
Newton infirió a partir de este resultado y de las leyes de Kepler que los planetas 
y los cometas son atraídos hacia el centro del Sol por una fuerza que varía inver- 
samente con el cuadrado de sus distancias al centro del Sol. Las trayectorias para- 
bólica e hiperbólica se aplican a objetos que pasan una sola vez junto al Sol y nunca 
regresan. Tales órbitas no son cerradas. Las únicas órbitas cerradas en un campo de 
fuerzas 1/r? son elipses. Así, la primera ley de Kepler es una consecuencia directa 
de la ley de gravitación de Newton. La segunda ley de Kepler o ley de las áreas 
iguales, resulta del hecho de que la fuerza ejercida por el Sol sobre un planeta está 
dirigida hacia el centro de Sol. Esta es una fuerza central. La figura 11.84 muestra 
un planeta que se mueve en una órbita elíptica alrededor del Sol. En el tiempo di, 
el planeta se desplaza una distancia v di y el radio vector r barre el área indicada 
en la figura. Esta es la mitad del área del paralelogramo formado por los vectores 
Y y vdt, es decir, lr X 7 dt|. Por lo tanto, el área dA barrida por el radio vector f en 
el tiempo di es 





dáa= Hita - idas 
edi: E: TARDE 
O sea 
dA L 
— =— 11.12 
dt 2m 


donde L = |F x múl es el módulo del momento angular del planeta respecto al Sol. 
El área barrida en un determinado intervalo de tiempo dt es, por lo tanto, propor- 
cional al momento angular L. Como la fuerza que actúa sobre un plantea está dirl- 
gida a lo largo de la línea que une el planeta con el Sol, el momento respecto al Sol 
es nulo. Por lo tanto, el momento angular del planeta se conserva, es decir, L es 
constante y el área barrida en cierto intervalo de tiempo es la misma para todas las 
partes de la órbita, que es la segunda ley de Kepler. Asimismo, dado que L es cons- 
tante se sabe que rv sen d también lo es. Tanto en el perihelio como en el afelio 


$ = 90” (figura 11,8b), por lo que r,0, = r,U,. 
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FIGURA 11.8 (4) El área ¿A barrida en el tiempo di es igual a iy xv dt| = 2. dt, donde 


L = F Xx mv. Como L permanece constante, dA / dt permanece constante. (b) El módulo del 
momento angular, dado por L =1rv sen q, permanece constante, así, 1v sen q es constante. 


Además, Y = 90" tanto en el perihelio como en el afelio, de forma que E 
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A continuación, demostraremos que la ley de gravitación de Newton implica la 
tercera ley de Kepler para el caso especial de una órbita circular. Consideremos un 
planeta que se mueve con velocidad v en una órbita circular de radio r alrededor 
del Sol. La fuerza gravitatoria de atracción entre el Sol y el planeta proporciona la 
aceleración centrípeta v?/r. Aplicando la segunda ley de Newton a los planetas, 





GM¿M má 
E 11.13 
y? PF 
donde M, es la masa del Sol y M, la del planeta. Despejando v”, tenemos 
GM. 
y? = > 11.14 


Como el planeta recorre la distancia 27rr en el tiempo T, su velocidad está relacio- 
nada con el periodo por 





2rrr 
v=-—> 11,15 
Y 
Sustituyendo Y por esta expresión en la ecuación 11,14, se obtiene 
dir? GM. 
pe y 
o sea, 
47? 
ra yo 11.16 
GM, 


TERCERA LEY DE KEPLER 





La tercera ley de Kepler dada por la ecuación 11.16 equivale a la ecuación 11.2 ha- 
ciendo C = 47? /GM,. La ecuación 11.16 se aplica también a las órbitas de los saté- 
lites de cualquier planeta, reemplazando la masa del Sol, M,, por la masa del 
planeta. (NASA.) 





Ejemplo NE La estación espacial orbital Póngalo en su contexto 


La Estación Espacial Internacional se mueve en una órbita prácticamente circular alrededor 
de la Tierra, a 335 km por encima de su superficie. En un lugar determinado, calcular cuánto 
tiempo hay que esperar entre dos avistamientos consecutivos de la estación. 


PLANTEAMIENTO Para detectar visualmente la estación, hace falta que sea de noche y que 
la estación esté por encima del horizonte de nuestro lugar de observación. Por lo tanto, el 
tiempo mínimo entre dos avistamientos, aproximadamente, coincide con el periodo orbital, 
Para determinar el periodo orbital, usamos la segunda ley de Newton aplicada a la estación, 
teniendo en cuenta, además, que distancia es igual a velocidad por tiempo. 


SOLUCIÓN 


1. El periodo orbital T y la velocidad v para una órbita circular 27r = vT 
pueden relacionarse con el radio r sabiendo que la distancia es 
igual a velocidad por tiempo: 











2. Para obtener una segunda ecuación que relacione Y y r, aplicamos F, = ma 
la segunda ley de Newton a la estación espacial de masa mn: GM,m y 
E — E» 
pe 
| : ! GM. 4rr 
3. Sustituyendo 271/T' en v (a partir del resultado del paso 1), se tiene: a 
JA me 
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da? 
4. Despejando T?, obt S: T== a 
pej obtenemos GM, Y 
dar? ] 
5. A una altitud hi = 385 km, r = R, + hh = 6760 km. Sustituyendo Te =P 
e DEN EA úl GM 
r=R, + h y despejando el periodo: , 


dq? 
(6,67 X 101 N -m?/kg2)(5,98 X 10% kg) 
= 30,56 x 10 s? 


por tanto, 1 = 55285 = 


COMPROBACIÓN Una búsqueda en Internet de “NASA periodo orbital ISS” nos dice que 
el periodo orbital es de 91,5 min, de forma que el resultado es una buena aproximación. 


(6,76 x 104 m)? 





OBSERVACIÓN La Estación Espacial Internacional se mueve en una órbita casi circular que 
está inclinada unos 52” con el plano del ecuador. Si la estación está directamente sobre nuestra 
cabeza en el tiempo f, 92,1 min más tarde volverá a estar sobre una localidad 23,0” hacia el 
oeste. Por ejemplo, Kansas City está situada 23” al oeste de la ciudad de Nueva York. Si se 
avista la estación orbital a medianoche en Nueva York, 92,1 minutos más tarde pasará por la 
vertical de Kansas City. 


PROBLEMA PRÁCTICO 11.5 ¿Cuántos grados gira la Tierra durante el tiempo en que la es- 
tación orbital da una órbita completa? 


PROBLEMA PRÁCTICO 11.6 Determinar el radio de la órbita circular de un satélite que 
describe una órbita alrededor de la Tierra con un periodo de 1 día. 


51 se sabe cuánto vale G mediante el uso de la ecuación 11.16, la medida del 
periodo T y del radio orbital medio r de un satélite que se mueve alrededor de 
un objeto astronómico permite determinar su masa. Al establecer la ecuación 
11.16, se supuso que la masa del satélite era despreciable con respecto de la masa 
del objeto central. Esto significa que el objeto central permanecía estacionario 
mientras que el satélite orbitaba a su alrededor. En realidad, el objeto central y el 
satélite se mueven alrededor de un punto común, su centro de masas. Si la masa 
del satélite no es despreciable, el resultado es 


PP 11.17 


donde r es la separación entre los centros de ambos. La deducción de la ecua- 
ción 11.17 para órbitas circulares se deja para el problema 11.93. (Para órbitas 
elípticas más generales, el análisis matemático es más complejo, pero el resul- 
tado es el mismo, al final, sólo hace falta reemplazar r por el promedio entre las 
distancias máximas y mínimas entre los centros de los objetos.) Si la masa del 
satélite no es despreciable, como es el caso de la mayor parte de los sistemas bi- 


Y COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 11.3 





narios, lo que se determina es sólo la suma de las masas, como aparece explíci- La primera ley de Kepler dice que 
tamente señalado en la ecuación 11.17. La Luna y algunos planetas, como todos los planetas siguen órbitas 
Mercurio y Venus, no tienen satélites naturales, por lo que sus masas no fueron elípticas alrededor del Sol con éste 
bien conocidas hasta los años 60, cuando se colocaron satélites artificiales en ór- en uno de los focos. Newton infirió 


bita a su alrededor. a partir de la primera ley de Kepler 
que todos los planetas son atraídos 


hacia el centro del Sol por fuerzas 

| > que varían inversamente con el 

| PROBLEMA PRÁCTICO 11.7 cuadrado de la distancia. ¿Qué le 
Phobos, el satélite de Marte, tiene un periodo de 460 min y un radio orbital medio de hizo llegar a esa conclusión? 

9400 km. ¿Cuál es la masa de Marte? 
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1d EE EA EN 


En las proximidades de la superficie terrestre, la fuerza gravitatoria ejercida por la 
Tierra sobre un objeto es constante, ya que la distancia al centro de la Tierra es r = 
R, + h, y se puede considerar que (<< R,. La energía potencial de un objeto próximo 
a la superficie terrestre es m9gh = mglr — R,), asignando el valor U = 0 en la superfi- 
cie de la Tierra y siendo r = R,. Si estamos lejos de la superficie de la Tierra, debe- 
mos tener en cuenta el hecho de que la fuerza gravitatoria ejercida por la Tierra no 
es constante sino que disminuye con la distancia en la forma 1/1”. La definición ge- 
neral de la energía potencial (ecuación 7.1) es 


du = —F-de 


donde F es la fuerza que actúa sobre una partícula y de es el desplazamiento ge- 
neral de la partícula. Para la fuerza gravitatoria radial F, dada por la ecuación 11.6 
(figura 11.9), tenemos | 








de el eE so GM m 
al =—E de = AE Sd =EFUE == — $ 11.18 
pd ñ ¿ F 
donde hemos utilizado E. e ER Y F+ dí = dé cos $ = dr. Integrando ambos 
miembros de esta ecuación, resulta 
GM m | 
U=GMowm | re *dr == > + Ue 11.19 


donde LI, es una constante de integración. La expresión para U es más sencilla si se 
toma L/, = 0. Entonces 
GMm 
Ur) = — 11.20 


P 





Entonces, si elegimos Ul, igual a cero quiere decir que U tiende a cero conforme r tiende 
a infinito. A primera vista puede parecer una elección extraña porque para valores fi- 
nitos de r todos los valores de U son negativos. Sin embargo, 
esto sólo significa que la energía potencial es máxima cuando 
la Tierra y la partícula están separadas una distancia infinita. 
Una energía potencial negativa no es nada nuevo. Cuando 
utilizamos U = mgh, donde h es la altura respecto a un punto 
de referencia de una mesa, la energía potencial es negativa 
cuando la partícula se encuentra a una altura que está por de- — LI(R+) + mgh --==-=- 
bajo del nivel de la mesa. Esto refleja que cuando la partícula U(R+ + h) === 
está a una altura por debajo del nivel de la mesa su energía po- 
tencial es menor que cuando está al nivel de la mesa. 

La figura 11.10 es un gráfico de U(r) en función de r para 
U(r) = -GM,m/rconR, = r < %,. Esta función comienza con 
el valor negativo UU = —GM, m/R, = —mgR, en la superficie 
de la Tierra y crece cuando r aumenta, aproximándose al valor FIGURA 11.10 
cero para r infinito. La pendiente de esta curva en r = R, es 
GM.,m/R? = mg, de modo que la ecuación de la recta tangente, trazada en azul, es 
Fi) = U(R,) + mgh, donde h = r — R, es la distancia por encima de la superficie de 
la Tierra. De la figura se desprende que para h pequeña, U(R,) + mgh = Ulr). 


LR) 


VELOCIDAD DE ESCAPE 


Desde mediados de los años 50, la idea de escapar del campo gravitatorio terrestre ha 
pasado de la fantasía a la realidad. Sondas espaciales han sido enviadas a los puntos 
más alejados del sistema solar. Algunas de estas sondas acabarán girando alrededor 
del Sol, mientras que otras abandonarán el sistema solar y se perderán en el espacio 
exterior. En esta sección, veremos que existe una velocidad inicial mínima llamada ve- 
locidad de escape que es la necesaria para que un cuerpo escape de la Tierra. 









dr = df cos) = pde 





FIGURA 11.9 La distancia r de la 
partícula a la Tierra crece en un dr cuando la 
partícula se desplaza un dí. Enla figura, la 
longitud del dé se ha exagerado. 





U(R+y) + megh 
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Si lanzamos un cuerpo hacia arriba desde la Tierra con cierta energía cinética ini- 
cial, a medida que el cuerpo asciende, la energía cinética disminuye y la energía po- 
tencial crece, El máximo incremento de energía potencial es GM.m / R.,. Por lo tanto, 
este valor es el mismo que puede decrecer la energía cinética. Si la energía cinética 
inicial es mayor que GM, m / R,, la energía total E será mayor que cero (E, en la fi- 
gura 11.11) y el cuerpo todavía tendrá cierta energía cinética cuando r sea muy 
grande (o incluso cuando r sea infinito). Así, el cuerpo escapará de la Tierra si la 
energía cinética inicial es mayor que GM, m/R.. Como la energía potencial en la su- 
perficie de la Tierra es —GM,m/R,, la energía total E = K + U debe ser mayor o 
igual que cero para que el cuerpo escape. La velocidad del cuerpo próximo a la su- 
perficie terrestre, correspondiente a una energía total cero se denomina velocidad 
de escape v,. Puede determinarse a partir de 


K,+U4,=K +U 





1 GM, m 
0+0= —mv! — Ei 
2 E 
de modo que 
12GM., 5 
A ES 11.21 
E ON da (NASA.) 


VELOCIDAD DE ESCAPE 


Entonces, tomando los valores G = 6,67 x 10 N + m*/kg?, Utr) 
M, = 5,98 X 10% kg, y R, = 6,37 X 10% m, se obtiene 


n= v2(9,81 m/s 16,37 X 10ém) = 11,2km/s 


Un cuerpo con esta velocidad escapará de la gravedad Tierra. 5in 
embargo, no escapará del sistema solar, pues hemos despreciado 
la atracción gravitatoria del Sol y otros planetas (ver problema 50). 
La velocidad de escape de un planeta o satélite respecto a las o 
velocidades térmicas de las moléculas de un gas determina el tipo 
de atmósfera que el planeta o satélite puede tener. La energía cl- 
nética media de las moléculas del gas, ( mu?) , es proporcional a 
la temperatura absoluta T (capítulo 18). En la superficie de la 
Tierra, las velocidades moleculares del oxígeno y nitrógeno son 
muy inferiores a la velocidad de escape y, por ello, estos gases 
permanecen en nuestra atmósfera. En cambio, las moléculas más 
ligeras de hidrógeno y helio poseen en su mayor parte velocida- 
des superiores a la de escape; por ello, estos gases no se encuen- 
tran en nuestra atmósfera. La velocidad de escape en la atmósfera 
de la Luna puede calcularse mediante la ecuación 11.21, utili- 
zando la masa y el radio de la Luna para reemplazar M, y R... La 
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FIGURA 11.11 La energía cinética de un cuerpo a la 
distancia r del centro de la Tierra es E — Ul(r). Cuando la energía 
total es menor que cero (E, en la figura), la energía cinética es cero 


velocidad de escape pata la Luna es de 2,3 km/s, muy inferior a parar =r,,,. y el cuerpo está ligado a la Tierra. Cuando la energía 
la de la Tierra y demasiado pequeña para que pueda existir allí total es mayor que cero (E, en la figura), el cuerpo puede escapar 
ningún tipo de atmósfera. de la Tierra. 


PROBLEMA PRÁCTICO 11.8 


Determinar la velocidad de escape en la superficie de Mercurio, cuya masa es M = 
3,31 x 10% kg y cuyo radio es R = 2440 km. 


A e A 





CLASIFICACIÓN ENERGÉTICA DE LAS ÓRBITAS 


En la figura 11.11, se muestran dos valores posibles de la energía total E sobre un grá- 
fico de U en función de y: E,, que es negativa, y E,, positiva. Una energía total nega- 
tiva significa simplemente que la energía cinética en la superficie de la Tierra es 
menor que GM.,m/R.,,, de modo que K + U nunca es mayor que cero. En general, a 
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partir de esta figura podemos ver que cuando la energía total de un sistema es nega- 
tiva, la línea de energía total corta a la curva de energía potencial a cierta distancia 
máxima —_... y el sistema está ligado. Por otra parte, cuando la energía total es posi- 
tiva O cero, entonces no se cortan ambas líneas y el sistema no está ligado. Los crite- 
rios para los sistemas ligados y no ligados pueden resumirse del modo siguiente: 


Si E <0), el sistema es ligado. 
51 E >0, el sistema es no ligado. 


Cuando E es negativa, su valor absoluto |El se denomina energía de enlace. La ener- 
gía de enlace es, por lo tanto, la energía que debe añadirse al sistema para que la 
energía total sea cero. 

La energía potencial de un objeto, como un planeta o cometa de masa 1, a una 
distancia r del Sol es 

GM¿m 


y 





U(r) = 11.22 
donde M, es la masa del Sol. La energía cinética del cuerpo es ¿m1v?. Si la energía 
total, cinética más potencial, es menor que cero, la órbita será una elipse (o circun- 
ferencia), y el objeto estará ligado al Sol, de manera que no podrá escapar de su 
campo gravitatorio. Por otro lado, si la energía total es positiva, la órbita será una 
hipérbola, lo que significa que el objeto se acercará al Sol, lo rodeará y se alejará para 
no volver nunca más. Si la energía total es exactamente cero, la trayectoria será una 
parábola y el objeto también escapará. En resumen, cuando la energía total es cero 
o positiva, los cuerpos no están ligados al campo gravitatorio del Sol y escapan. 
Curiosamente, no hay medidas de la energía E de un cometa o de un asteroide que, 
sin lugar a duda, no sean negativas. Por lo tanto, todos los cuerpos observados de 
este tipo están ligados al sistema solar. 


Ejemplo TN Artura de un proyectil 


Un proyectil se dispara hacia arriba desde la superficie de la Tierra con una velocidad inicial 
v, = 8 km/s. Determinar la altura máxima que alcanza despreciando la resistencia del aire. 


PLANTEAMIENTO La altura máxima puede determinarse a partir del principio de conser- 
vación de la energía. 

















SOLUCIÓN 
1. Aplicar la conservación de la energía mecánica. A la altura E FU=K FU 

máxima, la velocidad es cero. El proyectil se lanza desde la 1 GM,m 1 _, GM,m 

superficie terrestre, luego r, = R,: des Ñ r, E pa 8 , 

Ñ GM,m 57 2 GM,m 
E 3 R; 
2. Multiplicar la ecuación anterior por —1/(GM,m) y despejar y; z == sl + E 
" 2GM., R, 
(8000 m/s ] 


o _-=__—_—_——_—_ógógz zz —_—_—_—_Á_Ó_ A > 
2(6,67 x 10"! N -m?/kg?X(5,98 x 10%%kg) 6,37 x 10m 


= 7,68 Xx 10m” 
por lo tanto, 1, = 1/(7,68 X 10m!) = 1,30 x 10m 


3. Reemplazar por valores numéricos para determinar y y h =r,— R, = 1,30 x 10m — 6,37 X 10%m =| 6,7 X 10m 


h=r-R,: 


COMPROBACIÓN Si g fuese igual a 9,81 m/s?, entonces la altura máxima ): se podría cal- 
cular de mgh = ¿mv?. Despejando h se tiene que h = v;/(Qg) = (8000 m/s*/(19,6 m/s?) = 
3,3 X 10% m. Como era de esperar, el resultado del paso 3 da un valor mayor. 


OBSERVACIÓN El resultado del paso 3 es un 4,5% mayor que el radio de la Tierra. 








Energía potencial gravitatoria SECCIÓN 11.3 | 377 





EUA Velocidad de un proyectil Inténtelo usted mismo 
Un proyectil se dispara hacia arriba desde la superficie de la Tierra con una velocidad inicial v, = 

15 km/s. Determinar la velocidad del proyectil cuando está muy lejos de la Tierra, despreciando 

la resistencia del aire. 


PLANTEAMIENTO Mediante el principio de conservación de la energía es posible deter- 
minar la altura máxima. La velocidad inicial de 15 km/s es mayor que la de escape 
(11,2 km/s), de forma que la energía del proyectil es positiva y retendrá alguna energía ci- 
nética cuando esté muy lejos de la Tierra. 





SOLUCIÓN 
Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 


Pasos Respuestas 
: 1... GM¿m 
1. Aplicar la conservación de la energía  —mu; + 0 = —mv? — R 
mecánica, teniendo en cuenta que 2 1 
cuando 7, =>“, LU, = 0, 








2. Despejar v+. o =* 


3. Calcular v,. D = 





2.7 
COMPROBACIÓN Lavado NS 
drada de 2 veces la velocidad de escape, de forma que la energía cinética es 

casi el doble de la que se necesita para escapar con velocidad final cero. Esto 

significa que la energía cinética final será un poco menor que si el proyectil 

se moviera con la velocidad de escape. El resultado del apartado 3, 10 km/s, 

es ligeramente inferior a 11 kmfs. 





OBSERVACIÓN En la figura 11.12 se representa la velocidad del proyectil hi Re 
en kilómetros por segundo en función de )1/R,, siendo h la altura por encima 
de la superficie terrestre. Para valores muy grandes de h /R.,, la velocidad se 
aproxima a la línea horizontal, v, = 10 km/s. 





FIGURA 11.12 





UA Energía total de un satélite 





Demostrar que la energía total de un satélite que describe una órbita circular es igual a la 
mitad de su energía potencial. 


PLANTEAMIENTO La energía total de un satélite en órbita es la suma de su energía poten- 
cial y de su energía cinética, E = U + K. La segunda ley de Newton nos permite encontrar 
la velocidad v del satélite en función de su radio orbital r. La energía cinética depende de la 
velocidad, por lo que podemos determinar la energía cinética en función de r. 























SOLUCIÓN 
1 GM. m 
1. Escribir la energía total como la suma de la energía cinética más E=XK+l =-m0 — E 
la energía potencial: 2 
2. Aplicar la segunda ley de Newton al satélite y despejar el FE = ma 
cuadrado de la velocidad: GM,m A 
== 
p2 P 
GM, 
por lo tanto, v*= ; 
GM GM.m GM.m 
3. Sustituir en el resultado del paso 1 y simplificar: ay La Ea E E 
2 ig p 21 








GM,m 1 ==) Al E 


4. Comparar el resultado del paso 3 con U del paso 1: E= , 
2r 2 
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COMPROBACIÓN £ = K + Ul o bien K = E — U. Como K es positivo, significa que E es 
mayor que U. Como U es negativo, U/2 es mayor que LU. Entonces, el resultado del paso 4 
concuerda con el hecho de que E > Ll. 


PROBLEMA PRÁCTICO 11.9 Un satélite de masa 450 kg gira alrededor de la Tierra en una 
órbita circular situada a 6830 km por encima de su superficie. Hallar (a) la energía potencial, 
(b) la energía cinética y (c) la energía total del satélite. 





114 MANO NO O 


La fuerza gravitatoria ejercida por una masa puntual 11, sobre una segunda masa 
m, situada a la distancia r, , viene dada por 


=> Gm mM, ñ 
Eo -=—3 Y, 


donde f,, = f,,/r,, es un vector unitario que apunta de la partícula 1 a la partícula 2 
El campo gravitatorio en un punto P se determina colocando una partícula pun- 
tual de ensayo de masa m en P y calculando la fuerza gravitatoria F, ejercida por 
el resto de partículas. La fuerza gravitatoria E dividida por m se denomina campo 
gravitatorio g en P: 





g=— 11:23 
DEFINICIÓN: CAMPO GRAVITATORIO 
El punto P se denomina punto campo. El campo gravitatorio en un punto debido 


a un conjunto de masas puntuales es igual a la suma vectorial de los campos debi- 
dos a las masas individuales en dicho punto. 


¿= YE 11.24 


Los puntos donde están localizadas estas partículas se denominan puntos fuente. 
Para determinar el campo gravitatorio en un punto debido a un cuerpo continuo, se 
calcula el campo de debido a un pequeño elemento de volumen con masa dm y se 
integra sobre el cuerpo entero (el conjunto completo de puntos). 


g = | az 11.24b 


El campo gravitatorio de la Tierra a una distancia r > R, está dirigido hacia la 
Tierra y su módulo g(r) viene dado por 


y Fs GM; 
g(r) Si o ,. ds 


la 





CAMPO GRAVITATORIO TERRESTRE 


En el siguiente apartado de Estrategia de resolución de problemas y en los dos 
ejemplos siguientes hay que calcular el campo gravitatorio producido por distri- 
buciones de masa un tanto artificiales. Las presentamos aquí porque las estrategias 
desarrolladas para hacer los cálculos serán necesarias en otras áreas de la Física. En 
concreto, serán utilizadas en los capítulos 21 y 22, donde la tarea consistirá en de- 
terminar el campo eléctrico producido por distribuciones de carga. 








[NASA.) 
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ESTRATEGIA DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
Cálculo del campo gravitacional 


PLANTEAMIENTO Es crucial hacer un dibujo de la masa o masas descritas en el 
problema para determinar la localización de los puntos de campo y de los puntos 
de fuente. Estas localizaciones serán necesarias para encontrar el módulo y la 
dirección del campo gravitacional. 


SOLUCIÓN 


1. Hacer un diagrama que describa la situación dada en el enunciado del 


problema. No olvidar identificar los puntos campo y fuente. Su 
localización debe ser precisa. 

Determinar r o la distancia entre el punto de campo y los puntos de fuente. 
Puede ser necesario el uso de trigonometría o geometría para determinar 7. 
La ecuación g(r) = GM/r? permite calcular el módulo del campo 
gravitacional. La dirección se obtiene a partir del diagrama. 


COMPROBACIÓN No olvide que el campo gravitacional es un campo 
vectorial, de forma que sus respuestas deben incluir tanto los módulos como 
las direcciones. 





ELLA Campo gravitatorio de dos partículas puntuales El 


Dos partículas, cada una de masa M, están fijas sobre el eje y en y = + ae y = —a. Determinar 
el campo gravitatorio en todos los puntos del eje x en función de x. 


PLANTEAMIENTO Hacer un dibujo de las dos partículas y de los ejes de coordenadas (fi- 
gura 11.13). Dos partículas de masa M producen un campo gravitatorio en el punto P locali- 
zado en x = x,. La distancia r entre P y cualquiera de las partículas es Vx5 + a?. El campo 
resultante g es la suma vectorial de los campos g y 2) debidos a cada una de las masas. 





FIGURA 11.13 Cada partícula está 














SOLUCIÓN GM localizada en un punto fuente y el punto P es 
1. Calcular el módulo de g, y 8): L=2== un punto de campo. 
ala ps po 
2. La componente y del campo resultante, la suma de g,, y £»,, €5 == Fs = 758053559 =0 
cero. La componente x es la suma de 2,, y 8», L£=8, + B5,= E 0080 +2 0080 = 20 2089 
2GM 
= —>7 Cos 6 
$3 
2 Xp 
3. Expresar cos 6 en función de x, y r a partir de la figura: cos Á = en 
g E VENDA 2GMx; . 
4. Combinando los dos últimos resultados, se obtiene g. Para gg 7 SA 
expresar g en función de x,, sustituir r por (x5 + a7)12: ' á > 
2GMX» , 


A! 
(2 + aa 


5. x, es un punto arbitrario del eje x. Para simplificar, g= 
reemplazamos x, por x: 








COMPROBACIÓN: Si x < 0, £ va en la dirección positiva de x, y si x > 0, g va en la direc- 
ción negativa, como era de esperar. Si x = 0, resulta que g = 0; los campos debidos a las 
masas 11, y M1, son iguales y opuestos en x = 0, y por lo tanto se cancelan. 


OBSERVACIÓN Para x >> a, g = —(2GM/x3)1. El campo es el mismo que si una masa única 
de valor 2M estuviera en el origen. 


380 | CAPÍTULO 11 —Gravedad 


IA A Campo gravitatorio de una barra uniforme 


Una barra uniforme de masa M y longitud L está centrada en el origen y apoyada Y 


longitudinalmente a lo largo del eje x. Determinar el campo gravitatorio debido a + Xx y —— r = 
la barra en todos los puntos del eje x que cumplen x > L/2. dis L/2 dG Up 
PLANTEAMIENTO Hacer un dibujo de la barra (figura 11.14). Elegimos un ele- M | AP 
mento de masa dm de longitud dx, en x = x¿, donde —L/2 < x, < L/2, y elegimos 
un punto campo P sobre el eje xen x = x,, donde x, > L/2. Cada elemento de masa 
crea un campo gravitatorio en P que apunta en la dirección negativa de x. Podemos 


calcular el campo total integrando la componente x del campo producido por dim 
desde x= -—L/2ax= +Lf2. 







dm 





FIGURA 11.14 Todos los puntos sobre el eje x 
en el intervalo —-L/(2<x=<L/2 son puntos fuente y 
el punto P es un punto campo. 





SOLUCIÓN 
: : G dm 
1. Determinar la componente x del campo en P producido por el AS 
elemento di: 
2. Como la barra es uniforme, la masa por unidad de longitud A es constantee dm = A dx 
igual a la masa total dividido por la longitud total. La masa din de un M 
elemento de longitud dx, es igual a lambda veces la longitud dx: donde A = a 
3. Expresar la distancia r entre dm y el punto P en función de x¿ y Xy: O 


4. Utilizar estos resultados para expresar de en función de x: 
5. Integrar para determinar la componente x del campo total: 


6, Expresar el campo resultante en forma vectorial: 


7. xp es un punto arbitrario en la región del eje x si x > L/2, por lo que lo 
podemos reemplazar por x: 





COMPROBACIÓN Para x >> L/2, el resultado se aproxima al campo de una masa puntual 
de masa M, g = —(GM/x%)1. 








A Un mapa de la gravedad terrestre Conceptual 


Dos satélites gemelos, lanzados en marzo de 2002, se encargan de hacer mediciones de la 
gravedad de la Tierra con una precisión elevada. Ambos están en órbitas idénticas pero uno 
frente al otro y separados una distancia de unos 220 km. La distancia entre ellos está conti- 
nuamente monitorizada con una precisión de un micrómetro mediante un equipo de tele- 
metría de microondas. ¿Cómo cambia la distancia entre los dos satélites cuando ambos se 
acercan a una región de mayor masa? 


PLANTEAMIENTO La variación de la intensidad del campo gravitacional terrestre se debe 
a que la masa de la Tierra no está distribuida de manera uniforme. Por ejemplo, las rocas son 
más densas que el agua, por lo que el campo gravitacional será mayor en regiones cubiertas 
por rocas que en regiones cubiertas por agua. 





Satélites gemelos que monitorizan la 

eds distancia entre ellos y miden 
SOLUCIÓN variaciones del campo gravitacional 
de la Tierra. (NASA and DLR under 
He NASA Earth System Science 
Pathfinder Program.) 


Conforme los satélites se acercan a la región con exceso de masa, la in- La distancia entre ellos 
tensidad del campo gravitacional aumenta debido a que aumenta la aumentará. 

fuerza de atracción. Como consecuencia de ello, el satélite que llega pri- 

mero y se encuentra más cerca del exceso de masa, aumentará de veloci- 

dad más rápidamente que el satélite que queda más apartado. Esto se 

traducirá en un aumento de la distancia que los separa. Por tanto, la dis- 

tancia que los separa aumentará cuando se acerquen a una zona con 

mayor intensidad gravitacional y disminuirá en caso contrario. 
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Y COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 11.4 


Cuando dos satélites gemelos 
pasan por encima de una región 
de mayor masa con el satélite que 


OBSERVACIÓN Un mapa del campo gravitacional es también un mapa de la distribución 
de masa tanto en la superficie terrestre como por debajo de ella. Así, por ejemplo, la acumu- 
lación de agua en el Pacífico oeste durante El Niño se puede detectar mediante satélites ge- 
melos. Los mapas gravitacionales también pueden proporcionar información útil para 
localizar recursos subterráneos como petróleo o agua. 


% DE UNA CORTEZA ESFÉRICA Y DE UNA ESFERA SÓLIDA 


Una de las motivaciones que tuvo Newton para desarrollar el cálculo diferencial fue 
la de poder demostrar que el campo gravitatorio en un punto exterior de una esfera 
maciza es el mismo que se obtendría si toda la masa de la esfera estuviese concen- 
trada en su centro. Esto lo demostraremos en la sección 11.5. Aquí, sólo analizaremos 
los resultados de esta demostración. Consideremos primero una corteza esférica uni- 
forme de masa M y radio R (figura 11.15). Vamos a demostrar que el campo gravita- 
torio originado por la corteza a distancia r de su centro viene dado por 


EP r>R 11.261 


¿=0 ER 11.26b 
CAMPO GRAVITATORIO DE UNA CORTEZA ESFÉRICA 


De la figura 11.16, donde se muestra una masa puntual m1, dentro de una corteza 
esférica uniforme, se puede entender el resultado de que g = 0 en el interior de la 
corteza. En esta figura, los segmentos de la corteza con masas mM, y mM, son propor- 
cionales a las áreas A, y A,, respectivamente, y las áreas son proporcionales a los 
cuadrados de los radios r, y r,, respectivamente. Así, 


4 2 : . 
E, Ay E Mm, Mm 


Ma e E pr nr 
Como la fuerza debida a cada masa decrece inversamente al cuadrado de la dis- 
tancia, la fuerza sobre 11, debida a la masa más pequeña situada a la izquierda es 
equilibrada exactamente por la debida a la más distante y de mayor masa situada 
a la derecha. 

El campo gravitatorio en el exterior de una esfera sólida es una simple extensión 
de la ecuación 11.264. Basta considerar que la esfera sólida está compuesta por un 
conjunto continuo de cortezas esféricas. Como el campo debido a cada una de las 
cortezas es el mismo que si toda su masa estuviera concentrada en el centro, el 
campo debido a la esfera completa es igual al que se origina si la totalidad de su 
masa estuviese concentrada es su centro: 


GM 


a EPR 1137 





S 7 


Este resultado es válido aunque la densidad de la esfera no sea constante, con tal 
de que la densidad dependa únicamente de y. 


< EN EL INTERIOR DE UNA ESFERA SÓLIDA 


Utilizaremos ahora las ecuaciones 11.264 y 11.26b para determinar 
el campo gravitatorio en el interior de una esfera sólida de densi- 
dad constante en un punto a una distancia r del centro, donde r es 
menor que el radio KR de la esfera. Esto se aplicaría, por ejemplo, al 
caso de que fuese necesario encontrar el peso de un objeto situado 
en el fondo del pozo de una mina muy profunda. Como hemos 
visto, el campo en el interior de una corteza esférica es cero, Así 
pues, en la figura 11.17 la masa de la porción de esfera exterior a r 
no ejerce ninguna fuerza en su interior. Por consiguiente, sólo la 
masa M' dentro del radio r contribuye al campo gravitatorio en 7. 





va primero alejándose de la re- 
gión y el segundo entrando en la 
región, ¿cambia la distancia entre 
ellos? En caso afirmativo, ¿au- 
mentará o disminuirá? 











FIGURA 11.15 Corteza esférica 
uniforme de masa M y radio K. 








FIGURA 11.16 Una masa puntual m, en 
el interior de una corteza esférica uniforme no 
aprecia ninguna fuerza neta. 


M = masa total 





FIGURA 11.17 Esfera 
sólida uniforme de radio KR y 
masa M. Sólo la masa M", 
contenida en el interior de la 
estera de radio r, contribuye al 
campo gravitatorio que se ejerce a 
la distancia 7. 
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Esta masa produce un campo igual al de una masa puntual M” situada en el cen- 











tro de la esfera. Para una esfera uniforme, la fracción de la masa total de la esfera Véase el 
que está dentro de r es igual al cociente entre el volumen de una esfera de radio 7 Apéndice de matemáticas 
y el de una esfera de radio R. Por lo tanto, si M es la masa total de la esfera, M' ven- para más información sobre 
drá dada por : 
Geometría 
1 E a E 11.2 
e pen 


El campo gravitatorio a la distancia r es, por lo tanto, 


GM_ GMP 





e e E 
O sed, 
GM | 
E, "as + rER 11.29 





El valor del campo aumenta linealmente con la distancia r en el interior de 
la esfera uniforme. La figura 11.18 muestra una gráfica del campo g, en fun- 
ción de r para una esfera maciza de densidad constante. 





FIGURA 11.18 Gráfico de g, en función de r para 
una esfera sólida de masa M. El módulo del campo 
gravitatorio crece linealmente con r dentro de la esfera y 
decrece como 1/7? fuera de la esfera. 





A Un planeta vacío 


Un planeta, cuyo núcleo está vacío, consiste en una corteza esférica gruesa de masa M, de 
7 a E o a . A El | A 
radio exterior R y de radio interior R/2. (4) ¿Qué masa hay entre el centro del planeta y ¿R ? 

(b) ¿Cuál es el campo gravitatorio a una distancia ¡R del centro? 


PLANTEAMIENTO La masa M' de la corteza que dista del centro menos de ¿R es igual al 
producto de la densidad por el volumen de la corteza de radio exterior ¿R y radio interior 
¿R. Primero hay que determinar la densidad y el volumen, y después calcular la masa. El 
campo gravitatorio en r = ¿R únicamente se debe a la masa que está entre esta distancia y el 
centro del planeta. 


SOLUCIÓN 


(a) 1. La masa M' (la masa de la corteza con radio externo ¿R y radio M' = pvV' 
interno 3R) es la densidad p por el volumen V”: 


PR —iTGRA ER? 7rR 








M M 6M 
2. La densidad es la masa M dividida por el volumen Y: p= A 


E [BRY pi. 18 
3. Determinar el volumen V' de la corteza con radio externo ¿R y radio yo (38) a (7) = —mR? 
interno 5R: | 











E eN is AA 
4. Determinar la masa M': M' = pV' = TR 48 TR Er 
a GM' GM 38 GM 
b) El campo . tatorio enr =¿Rl luce ú te l: sa M”: g=- p= -——p =| -——f 
(b) El campo gravitatorio en r = ¡KR lo produce únicamente la masa Z 31 ERy F ES R2' 


COMPROBACIÓN El volumen V” (paso 3) es menor que V/2, de forma que es de esperar 
que M' sea menor que M/2. El resultado del paso 4 así lo corrobora. 
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EUA Densidad que depende del radio 





Una esfera sólida de radio KR y masa M es esféricamente simétrica, pero no uniforme. La den- 
sidad r, definida como su masa por unidad de volumen, es proporcional a la distancia r me- 
dida desde el centro para r = R. Es decir, p = Cr para r = R, donde C es una constante. 
(a) Determinar C. (b) Determinar £ para + = R. (c) Determinar g parar =3R. 


PLANTEAMIENTO (a) Podemos determinar € integrando la densidad para todo el volu- 
men de la esfera e igualando el resultado con M. Para un volumen elemental, tomar una cor- 
teza esférica de radio r y espesor dr (figura 11.19). Su volumen es 471? dr y su masa dM = p 
dV = Cr (dar? dr). (b) El campo para r = R es el mismo que si la masa total M estuviera en el 
centro de la esfera. (c) El campo en r = ¿KR es el mismo que si la masa M' estuviera en el cen- 
tro de la esfera, donde M' es la masa dentro de la esfera de radio ¿R. La masa entre r = 5R 
y r= R produce un campo cero en r =3R. 


Área = A = 4nr* 








FIGURA 11.19 





SOLUCIÓN 


1] 


(a) 1. Integrar dM = pdV para relacionar C con la M | dM = lo dv 
masa M, donde dVY = 471? dr. (4rrr? es el área , 
de una esfera de radio r, luego 47rr* dr es el á 
a : = | Cri4rrr? dr) = CrrR* 
volumen de una corteza esférica de radio r y do 
grosor dr): 





| M 
2. Despejar C en tunción de M y de k: => Ri 
A ds BR GM, 
(b) Escribir una expresión para el campo en el g=——_ A] ERE 


exterior de la esfera en función de la masa M, de 
la distancia del centro r y del vector unitario f 
orientado en la dirección creciente de +: 


Ria 
(c) 1. Calcular la masa M' que hay en el interior del M' = lr dV = | Crí4rrr? dr) = CrR*/16 
radio ¿3R integrando dm = p dV desde r = 0 ; 
hasta r = 5R, y usar el valor de C calculadoen py = 
el paso 2 del apartado (a): 16 


2. Escribir una expresión para el campo en 
r = 5R en función de My R: 








COMPROBACIÓN En una esfera uniforme, la ecuación 11.29 nos da el valor g, = 
—GM /(2R?) para el campo en r = 3R, que es el doble del resultado del apartado (c) del ejem- 
plo. Este resultado era de esperar, ya que una esfera uniforme tiene una fracción mayor de 


su masa total en la región 0 < r < 53R que una esfera como la del ejemplo 11.11. 


OBSERVACIÓN Las unidades para C son kg/m*, por lo que las unidades de p son kg/m, 
que corresponden a masa por unidad de volumen. 
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NE CÁLCULO DE LA ECUACIÓN CORRESPONDIENTE 


AL CAMPO GRAVITATORIO DE UNA - 
CORTEZA ESFÉRICA POR INTEGRACIÓN 





Obtendremos la ecuación correspondiente al campo gravitatorio de una corteza esfé- 
rica en dos pasos. En primer lugar, determinaremos el campo gravitatorio sobre el eje 
de un anillo de masa uniforme. Aplicaremos luego el resultado obtenido a una cor- 
teza esférica, que podemos considerar como un conjunto de anillos coaxiales. 

En la figura 11.20, se muestra un anillo de masa total m y radio a y un punto P 
sobre el eje, a una distancia x de su centro. Escogemos un elemento de masa dm 
sobre el anillo, suficientemente pequeño para considerarlo como una partícula ele- 
mental, La distancia de este elemento a P es s y la línea recta que une el elemento 
con P forma un ángulo a con el eje del anillo. 

El campo en P, debido al elemento dm, está dirigido hacia él y su módulo de 
viene dado por 
-— Gdm 


pl 


de 


£ 





5 


A partir de la simetría de la figura, podemos ver que al sumar respecto a todos los 
elementos del anillo, el campo neto estará dirigido a lo largo de su eje; es decir, la 
suma de todas las componentes elementales perpendiculares de y al eje x es nula. 
Por ejemplo, la componente perpendicular del campo elemental indicado en la fi- 
gura será equilibrada por la componente debida al elemento del anillo directa- 
mente opuesto al indicado. Por lo tanto, el campo neto tendrá el sentido de las x 
negativas. La componente x del campo debida al elemento dm es 


o _  Gdm 
de. = —dg cosa = — —— Cosa 


¿E 





Se obtiene el campo total sumando respecto a todos los elementos del anillo: 


=— 08 


Es 


"Gcosa 
yo 


Como s y e tienen el mismo valor para todos los puntos del anillo, son constantes 
en cuanto a la integración se refiere. Así pues, 
G cosa | y Gm 
d 


Ey E NE Hi = Mz COS 11.30 


L: 


donde m = fdm es la masa total del anillo. 

Ahora utilizaremos este resultado para calcular el campo gravitatorio debido 
a una corteza esférica de masa M y radio R en un punto situado a una distancia 
r de su centro. En primer lugar, vamos a considerar el caso en que el punto 
campo P sea exterior a la corteza, como muestra la figura 11.21. Por simetría, el 
campo debe ser radial. Elegimos como elemento de masa la banda indicada, que 
puede considerarse como un anillo de masa dM. El campo debido a esta banda 
viene dado por la ecuación 11.30, donde 11m se reemplaza por dM: 


GdM 
po ¿2 Cosa 11.31 





La masa dM es proporcional al área de la banda A, que es igual al producto de la 
circunferencia por su anchura. El área de la banda es R sen 0, de modo que la cir- 
cunferencia es 27R sen 6. La anchura es R d6. Si la masa total de la corteza es M, y 
A = 4aR?, la masa de la banda de área dA es 


M M ' | 1 
dM = —dA = ———21K? send de = —M send de 11.32 
A 4 R? 2 





de cos a 









FIGURA 11.20 Campo gravitatorio en 
un punto P a una distancia x de un anillo 
uniforme. El campo debido al elemento dm 
apunta hacia él. El campo total debido al 
anillo está dirigido a lo largo de su eje. 


Véase el 
Apéndice de matemáticas 
para más información sobre 


Integrales 








FIGURA 11.21 Corteza esférica 
uniforme delgada de radio R y masa total M. 
La banda indicada puede considerarse como 
un anillo de anchura R d6 y circunferencia 
27 R sen 6. 
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Aplicando este resultado en la ecuación 11.31, se obtiene 


GdáM GM senó de 
a E A A 11.33 
5 2s* 





Antes de integrar respecto a la corteza completa, hemos de eliminar dos de las tres 
variables relacionadas entre sí: s, 8 y a. Lo más sencillo es escribir todas ellas en 
función de s. Por la ley de los cosenos, tendremos 


sí = 12 + R? — 2rR cos0 
Diferenciando, se tiene 


2s ds = +2rKR send de 
o bien 
s ds 
send de = — 
sen -R 
Puede obtenerse una expresión para el cos e aplicando la ley de los cosenos al 
mismo triángulo. Resulta 


R? = 5? + +2 — 2er cosa 
O sea, 
si + y2— R? 


cosa = 
2sy 


Aplicando estos resultados en la ecuación 11.33, se tiene 














GM send de om (3 para E 
=== a AAA RAS 
28? 28 Ark 2sr 
| 11.34 
GM ds GM pa 
E ESE IN 2 
46242R (s ] Ks) ar ( + 2 ds 


Para determinar el campo en P, se integra sobre toda la corteza. Los límites de in- 
tegración dependen ahora de si el punto P está fuera o dentro de la corteza. Si P 
está fuera, s varía desde r — R (0 = 0) hasta s = r + R (0 = 1807), por lo que el campo 
debido a la corteza completa se determina integrando desde s = r — R hasta s = 
FER, 





_ GM Mb 4 (r— RN + 2) 1 suda (r — RXr +R) 1+R 
Se — Ar2R » 4r?R 5 


r—R 5 r—R 
Al sustituir los límites superior e inferior en la expresión entre corchetes resulta un 
valor de 4R. Por consiguiente, 


GM 
E A para r>kRK 


y? 
que es el mismo resultado de la ecuación 11.264. 
Si el punto del campo P está contenido dentro de la corteza (figura 11.22), el cál- 


culo es idéntico, excepto que s varía ahora de R — raR + r. Así, 








Z 6M[|, EA E” 
Ss == gpr |? 5 Ro; 





FIGURA 11.22 


que al sustituir los límites superior e inferior da cero. Por consiguiente, 
E => para r<R 


que es la ecuación 11.265. 
Una aplicación de estos resultados para calcular el campo gravitacional debido 
a una corteza esférica de grosor finito se ve en el problema 11.99. 
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a Temas de actualidad en Física 


En 1919, Arthur Eddintong tomó unas fotogra- 
fías durante un eclipse solar que mostraban 
unas estrellas en posiciones que no les corres- 
pondían. La luz solar había sido curvada por el 
Sol. Esto verificaba una predicción esencial de 
la teoría de la relatividad general de Eimstein 
de 1915 que decía que los objetos de gran masa 
curvaban el espacio. El grado de curvatura del 
espacio depende de la masa del objeto. 

La luz curvada fue una mera curiosidad 
durante muchos años. Años más tarde, mu- 
chos astrónomos empezaron a estudiar los 


Lentes gravitacionales: una ventana abierta al universo 
quasars y otros objetos estelares que emitían 


más luz que la mayoría de las galaxias. En 


1979, fueron vistas imágenes gemelas de un Las manchas centrales de color rojizo blanco son galaxias elípticas gigantes y la luz azul 
que rodea esas manchas proceden de galaxias que están justo detrás de las galaxias 
elípticas pero dos veces más lejos. La luz procedente de las galaxias más lejanas es 

. Ñ su. distorsionada formando círculos a causa del campo gravitacional de las galaxias elípticas 
sar fue curvada por un cúmulo de galaxias' gigantes. (NASA, ESA, A. Bolton (Harvard-Smithsonian CfA), és the SLACS Team.) 

que se hallaban entre el quasar y la Tierra. NN | 

Los cúmulos de galaxias son objetos de gran masa. El espacio que hay a su alrededor se curva, así como la luz procedente 
de objetos distantes en su camino a través de los cúmulos o muy cerca de ellos hacia la Tierra. La región de espacio curvo cer- 
cano al objeto masivo se denomina lente gravitacional. Las lentes gravitacionales pueden hacer más brillante la luz procedente 
de objetos distantes, al igual que sucede cuando la luz pasa a través de una gota de agua. Las lentes gravitacionales se utili- 
zan para estudiar quasars y galaxias muy distantes. Como las lentes magnifican la luz débil, pueden ayudar a determinar la 
edad y la expansión del universo.” 

Los cálculos que utilizan lentes gravitacionales se basan en imágenes de objetos distantes. Para conseguir una descrip- 
ción precisa de un objeto, se necesita determinar la distancia, la masa y la forma de las lentes gravitacionales que intervie- 
nen. Una lente constituida por una masa circular uniforme situada entre un objeto distante y la Tierra crearía una imagen 
circular uniforme llamada anillo de Einstein cuyos valores serían fáciles de calcular.** Sin embargo, las lentes gravitaciona- 
les crean múltiples? y extrañas imágenes distorsionadas con mucha mayor frecuencia que cuando crean anillos perfectos. 
Las lentes más fuertes están formadas por cúmulos de galaxias.* Esas galaxias son difíciles de modelizar y la energía de- 
tectable no es capaz de dar cuenta de toda la distorsión que producen. Los cálculos sugieren que las galaxias tienen un gran 
halo de masa indetectable. Las lentes gravitacionales confirman, por tanto, que la mayor parte de la masa del universo es 
materia oscura, materia que no emite energía detectable** 

Las lentes débiles, o microlentes, no crean imágenes múltiples de los objetos distantes sino que mejoran la imagen de objetos 
conocidos durante un breve periodo de tiempo. Este tipo de lentes están formadas por objetos macizos de halo compacto 
(macho) que pasan entre la Tierra y el objeto conocido.? Los cambios en el brillo revelan mucha información sobre la forma y 
masa del macho. Una estrella designada como microlente fue una enana roja que era orbitada por uno de los planetas más pe- 
queños de fuera de nuestro sistema solar.'” 

Las lentes gravitacionales han permitido descubrir desde galaxias!” creadas un billón de años después del origen del uni- 
verso hasta los objetos más pequeños conocidos fuera del sistema solar. Estas lentes han dado respuesta a preguntas sobre la 
energía y la materia del universo, e incluso permiten medir cosas que aún no han sido vistas. 













quasar muy lejano. Esas imágenes se habían 
formado cuando la luz procedente del qua- 
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TEMA 





1. Las tres leyes de Kepler 


2. Ley de gravitación de Newton 


Constante de gravitación universal 


3. Energía potencial gravitatoria 


4. Energía mecánica 


Velocidad de escape 


1. Las leyes de Kepler son observaciones empíricas. También se pueden deducir a partir de 
las leyes de Newton del movimiento y de la ley de la gravedad de Newton. 

2. La ley de la gravitación de Newton es una ley fundamental de la Física y G es una constante 
universal. 

3. La energía potencial gravitatoria de un sistema de dos masas, relativa a UU = O a una se- 
paración infinita, viene dada por Ll = —Gm.,m, fr. Si el sistema está ligado, su energía total 
es negativa. 

4, El campo gravitatorio es un concepto físico fundamental que describe el estado impuesto en 
el espacio por una distribución de masa. 


OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 





Ley 1. Todos los planetas se mueven recorriendo órbitas elípticas estando situado el Sol en 
uno de sus focos. 


Ley 2. Toda línea que une un planeta cualquiera con el Sol barre áreas iguales en tiempos 
iguales. 





Ley 3. El cuadrado del periodo de un planeta cualquiera es proporcional al cubo de su dis- 
tancia media al Sol: 
T? = CP 11,2 


donde C tiene el mismo valor para todos los planetas; según la ley de gravitación de Newton, 
C vale 47”/[G(M, + M,)]. Si M¿ > M,, esta ley puede expresarse por 


dq* P 
GM, 
Las leyes de Kepler pueden obtenerse a partir de la ley de Newton de la gravedad. Las leyes 
primera y tercera resultan del hecho de que la fuerza ejercida por el Sol sobre los planetas es 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que separa a cada planeta del Sol. La 
segunda ley se deduce del hecho de que la fuerza ejercida por el Sol sobre un planeta tiene 
la dirección de la recta que los une y, por lo tanto, se conserva el momento angular orbital 
del planeta. Las leyes de Kepler son válidas también para cualquier cuerpo que gire en ór- 
bita alrededor de otro y obedezca a un campo que sea inversamente proporcional al cua- 
drado de la distancia, como ocurre con todo satélite que gira alrededor de un planeta. 





T? = > 11.16 


Toda partícula puntual ejerce una fuerza atractiva sobre cualquier otra partícula puntual que 
es proporcional al producto de las masas de ambas partículas e inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia que las separa: 

Gm, 
ER 


.2 
Pa 


11,3 


12 
G = 6,67 Xx 10" N -« m*/kg? 11.4 

La energía potencial gravitatoria U de un sistema compuesto por una partícula de masa m 

situada fuera de un objeto con simetría esférica de masa M a una distancia r del centro es 


GMm 





Lr) = — 11.20 


Cuando r se aproxima a infinito, esta función energía potencial tiende a cero, 


La energía mecánica E de un sistema compuesto por una partícula de masa m situada fuera 
de un objeto con simetría esférica de masa M a una distancia r del centro es 


ps m0? pa 





y 


Para un valor determinado de r, se denomina velocidad de escape v,, a la velocidad de la 





partícula para la cual E = 0. Es decir, si v = d,, E-=0. 
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OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 





5. Clasificación de las órbitas 5i E <0, el sistema está ligado y la órbita es una elipse (o un círculo, que es un tipo de elipse). 


Si E > 0, el sistema no está ligado y la órbita es una hipérbola (o una parábola para E = 0). 


6. Campo gravitatorio 


Definición g= 11.23 





GM, 
Campo gravitatorio terrestre 0 += => W= Ry 11.29 


Campo gravitatorio creado por Fuera de la corteza, el campo gravitatorio es igual al que se crearía si toda la masa de la 


una corteza esférica delgada corteza estuviera concentrada en el centro. El campo interior a la corteza es cero. 


GM : 
y == Pa PEL 11.264 
de 
g=0 para r<R 11.26b 





Respuestas a las comprobaciones Respuestas a los problemas prácticos 


conceptuales 11:1 30,1 UA 
11.1 Se dice que el astronauta en órbita está en un estado de 11.2 


] Una línea recta con pendiente 1,5 
ingravidez porque tanto él como su lanzadera están en 





caída libre con la misma aceleración, de tal forma que 11.3 8,67 x 107 N 
si el astronauta se colocara sobre una balanza, ésta 114 2640 km 
marcaría cero. Un astronauta en órbita no está en reali- | c | 
dad en ingravidez puesto que hemos definido el peso 11.5 La Tierra rota 360” en 24 h, de forma que El l h la 
como el módulo de la fuerza gravitacional. Tierra rota 15”. Debido al movimiento orbital de la 
| Tierra, la dirección del 5ol relativa a la Tierra cambia en 
11.2 La masa gravitacional de un objeto es la propiedad res- (1/365,25) rev cada 24 h. Como resultado, la Tierra rota 
ponsable de la fuerza gravitacional que este objeto | 1 rev en 24 h menos 4 minutos. El tiempo que tarda en 
ejerce sobre otros objetos o de la fuerza gravitacional der tres lema desde] 
que otro objeto ejerce sobre él. En cambio, la masa iner- ds e ds 
cial de un objeto es una propiedad que indica la resis- 11.6 r = 6,63, za 4,22 X 10m = 26200 mi. Si este satélite 
tencia inercial a ser acelerado. está en Ec sa del pora y e mueve en la 
| | misma dirección que la rotación de la Tierra, respecto a 
11.5 e la 2 ad ley, rai o sq pa la superficie de la Tierra parece que esté fijo. Muchos 
les ue ANS on ie es eat E > le aid satélites están “aparcados” en estas condiciones que se 
de la distancia entre el Sol y un planeta, daría lugar a denominan órbitas geosíncronas. 
un movimiento elíptico del planeta alrededor del Sol me 
con éste situado en uno de sus focos. 11,7 6,45 X 10% kg = 0,108 M, 
11.4 La distancia entre los satélites decrece. 11.8 v, = 4,25 km/s 
11.9 (Obsérvese que r = R, + h = 13200 km.) 
(a) U = —13,6 x 10*], (b) K = 6,80 < 10*]J, 
(c) E = -6,80 X 10*] 
Problemas 
En algunos problemas se dan más datos de los realmente e — Concepto simple, un solo paso, relativamente fácil 
necesarios; en otros pocos, deben aportarse algunos datos a .. Nivel intermedio, puede exigir síntesis de conceptos 
partir de conocimientos generales, fuentes externas o ' | . 
timaciones lógicas | e..  Desafiante, para alumnos avanzados 
estimaci icas. 
Ss" La solución se encuentra en el Manual de soluciones 


En los datos numéricos sin coma decimal se deben 
considerar significativos todos los digitos, incluidos los 
ceros a la derecha del último diferente de cero. 


Usar en todos los problemas g = 9,81 m/s? para la 
aceleración de la gravedad y despreciar, a menos que se 
indique lo contrario, el rozamiento y la resistencia del aire, 


Los problemas consecutivos que están sombreados son 
problemas relacionados. 





PROBLEMAS CONCEPTUALES 





1 e Verdadero o falso: 


(a) La ley de las áreas iguales de Kepler implica que la fuerza gravita- 
cional debe variar en razón inversa con el cuadrado de la distancia 
entre un planeta y el Sol. 

(b) El planeta más próximo al Sol tiene, por término medio, el periodo 
de revolución más corto. 

(c) La velocidad orbital de Venus es mayor que la de la Tierra. 

(4) El período de revolución de un planeta permite una medida preci- 
sa de su masa. "spp 


2 e 5i la masa de un satélite se duplica, el radio de su órbita 
puede permanecer constante si la velocidad del satélite (a) se incre- 
menta en un factor de 8, (b) se incrementa en un factor de 2, (c) no varía, 
(d) se reduce en un factor de 8, (e) se reduce en un factor de 2. 


3 * ¿Durante qué estación el hemisferio norte de la Tierra al- 
canza su velocidad orbital máxima alrededor del Sol? ¿En qué esta- 
ción alcanza la velocidad mínima? Ayuda: la Tierra está en el perihelio 
a principios de enero. "ape 


4 * El cometa Halley se halla en una órbita elíptica alrede- 
dor del Sol cuyo periodo es de unos 76 años. El acercamiento má- 
ximo al Sol se produjo en 1987. ¿En qué años del siglo xx viajaba a 
la velocidad orbital máxima y a la mínima alrededor del Sol? 


5 e Venus no tiene satélites naturales, Sin embargo, se han si- 
tuado en su orbita satélites artificiales. ¿Qué parámetros habría que 
medir para calcular la masa de Venus mediante uno de esos satélites? 
¿Cómo se utilizarían esos datos para determinar la masa? 


6 * La mayoría de los asteroides se encuentran orbitando en 
unos “cinturones” circulares entre Marte y Júpiter. ¿Tienen todos ellos 
el mismo periodo orbital alrededor del Sol? Explique la respuesta. 


7 * En la superficie de la Luna, la aceleración debida a su 
gravedad es a. Á una distancia del centro de la Luna igual a cuatro 
veces su radio, la aceleración debida a su gravedad es (a) 164, (b) a /4, 
(c) a/3, (4) a/16, (e) ninguna de las anteriores. "papa 


8 * Auna profundidad igual a la mitad del radio de la Tierra, 
la aceleración de la gravedad es (a) g, (b) 22, (c) /2, (4) 2/4, (e) 218, 
(f) no se puede saber con esos datos. 


9 «+. Dos estrellas orbitan alrededor de su centro de masas como 
un sistema binario de estrellas. Si se doblara el valor de cada una de sus 
masas, ¿qué le debería suceder a la distancia entre ellas para que se 
mantuviera la misma fuerza gravitacional? La distancia tendría que 
(a) mantenerse igual, (b) duplicarse, (c) cuadruplicarse, (4) reducirse en 
un factor de 2, (e) no se sabe con los datos aportados. 


1w  **e PÓNGALO EN SU CONTEXTO Si usted hubiera trabajado 
para la NASA en los años 60 planificando el viaje a la Luna, sabría que 
existe una única localización entre la Tierra y la Luna donde hay una 
verdadera ingravidez. (Considerar únicamente la Luna, la Tierra y la 
nave espacial Apolo y despreciar otras fuerzas gravitacionales.) Ex- 
plique este fenómeno e indique si esta localización se halla más cerca de 


la Tierra, de la Luna o a medio camino entre ambas. 


11 ** Supongamos que la velocidad de escape de un planeta es li- 
geramente superior a la de la Tierra, aunque el planeta es considerable- 
mente más grande. ¿Cómo habría de ser la densidad media del planeta 
en comparación con la de la Tierra? (4) Más denso. (b) Menos denso. 
(c) Igual densidad. (4) No se sabe con los datos aportados. "app 
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12 «* Supongamos que utilizando un telescopio fuimos capaces de 
descubrir un objeto distante acercándose al Sol y fuimos capaces de de- 
terminar su distancia al Sol y su velocidad. ¿Cómo podríamos averiguar 
si el objeto permanecerá en el sistema solar o si se acerca para luego salir 
y no regresar? 


13 +. PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGE- 
NIERÍA Cuando los satélites que orbitan la Tierra llegan al final de 
su vida útil, son sometidos a ciertas maniobras de forma que se in- 
cendian al entrar en contacto con la atmósfera terrestre. Las manio- 
bras deben realizarse con mucha precisión para que los fragmentos 
no caigan sobre zonas pobladas. ¿En qué dirección se habrían de 
propulsar los cohetes del satélite para minimizar el tiempo de in- 
cendio e iniciar el movimiento espiral hacia abajo? ¿Qué le sucede- 
ría a la energía cinética, potencial gravitatoria y total mecánica tras 
el incendio conforme se acerca a la Tierra? "app 


14 ++ APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Durante el viaje de vuelta 
de la Luna, la aeronave Apolo enciende sus cohetes de propulsión 
para salir de la órbita lunar, Luego, entra en la atmósfera terrestre 
a gran velocidad, supera el incendio de entrada y acciona el para- 
caídas hasta caer sobre el océano. ¿En qué dirección se deberían en- 
cender los cohetes para iniciar el viaje de vuelta? Explicar los 
cambios de la energía cinética, potencial gravitatoria y total mecá- 
nica de la nave que tienen lugar desde el inicio hasta el final de este 
viaje. 


15 ee Explicar por qué dentro de una esfera de masa uniforme el 
campo gravitatorio es directamente proporcional a 1 en vez de inversa- 
mente proporcional a r. 


16 e+*e Enla película 2001: odisea en el espacio, una nave espacial con 
dos astronautas va a Júpiter en una misión de larga duración. Un modelo 
de esta nave espacial consiste en una barra tipo bolígrafo (que contiene 
los sistemas de propulsión) con una esfera uniforme (los habitáculos y la 
sala de pilotaje) en uno de sus extremos. El radio de la esfera es menor 
que la longitud de la barra (figura 11.23). A pocos metros de la nave, en el 
punto P, sobre la bisectriz de la barra, ¿cuál sería el campo gravitatorio 
creado por la nave? A 





gran distancia de la P 
nave, ¿cómo sería la E 
ys. mae Mas, 


campo gravitatorio 
con la distancia a la 
nave? FIGURA 11.23 Problema 16 


ESTIMACIONES Y APROXIMACIONES 





17 e Estimar la masa de nuestra galaxia (la Vía Láctea) si el Sol 
sigue una órbita respecto del centro de la galaxia con un periodo de 250 
millones de años a una distancia media de 30000 años luz. Expresar la 
masa en función de múltiplos de la masa solar M.. (Despreciar la masa 
que está más lejos del centro de la galaxia que el Sol y considerar que 
la que está más cerca que el Sol ejerce la misma fuerza sobre el Sol que la 
que ejercería una partícula puntual de la misma masa localizada en el 
centro de la galaxia.) "seme 


18 ee Además de estudiar muestras de la superficie lunar, los tri- 
pulantes del Apolo tuvieron a su alcance muchas maneras diferentes de 
demostrar que la Luna 10 está hecha de queso verde. Una de ellas con- 
sistía en medir la aceleración de la gravedad en la superficie lunar. 
Estimar la gravedad en la superficie lunar si la Luna fuese un bloque de 
queso verde y comparar el resultado con valor conocido. 
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19 ++ PÓNGALO EN SU CONTEXTO, ÁPLICACIÓN A LA INGENIE- 
RÍA Usted es el responsable de un equipo de exploradores de asteroi- 
des. Estimar el máximo radio que debe tener un asteroide para que los 
exploradores puedan escapar de su gravedad saltando. Suponer geo- 
metría esférica y valores razonables para la densidad del asteroide. 


20 —*** Uno de los grandes avances de la astronomía de los últimos 
años es la detección de planetas fuera del sistema solar. Desde 1996 se 
han detectado 100 planetas que se mueven en órbitas alrededor de otras 
estrellas distintas del Sol. Los planetas no se ven directamente, pero los 
telescopios pueden detectar el pequeño movimiento periódico de una 
estrella y un planeta en el movimiento de uno alrededor del otro alre- 
dedor de su centro de masas común. (Este efecto se mide mediante la 
detección del efecto Doppler, que se discutirá en el capítulo 15.) Mediante 
observaciones experimentales se determina, pues, tanto el periodo de 
este movimiento como la variación de la velocidad de la estrella. A par- 
tir de la observación de la luminosidad de la estrella y teniendo en 
cuenta la teoría de la estructura estelar, se determina la masa de una es- 
trella. lota Draconis es la octava estrella más brillante de la constelación 
Draco y las observaciones indican que alrededor de esta estrella hay un 
planeta que se mueve con un periodo de 1,5 años, La masa de lota 
Draconis es 1,05M..... (4) ¿Cuál es el tamaño (en UA) del semieje mayor 
de la órbita del planeta? (b) 5e observa que la velocidad radial de la es- 
trella varía en 592 m/s. Usando la conservación del momento, determi- 
nar la masa del planeta. Suponer que la órbita es circular y que no hay 
ningún otro planeta que tenga su órbita alrededor de lota Draconis. 
Expresar la masa en función de la masa de Júpiter. 

a *** Unode los problemas sin resolver de la teoría sobre la forma- 
ción del sistema solar es que, mientras que la masa del Sol representa el 
99,9% de la masa total del sistema solar, el astro rey sólo concentra el 2%, 
del momento angular total. La teoría más ampliamente aceptada sobre la 
formación del sistema solar sostiene como hipótesis central el colapso 
gravitatorio de una nube de polvo y de gas, la mayor parte de la cual 
formó el Sol. Sin embargo, el momento angular neto de esta masa de gas 
y polvo tuvo que conservarse, por lo que cualquier teoría simple predice 
que el Sol debería girar mucho más rápido de lo que en realidad gira. En 
este problema usted demostrará por qué es importante que la mayor frac- 
ción del momento angular se haya transferido de alguna manera a los 
planetas. (2) El Sol es una nube de gas que se mantiene unida por la 
fuerza de la gravedad. Si el Sol girara mucho más rápido, la gravedad no 
tendría suficiente fuerza para mantenerlo tal como lo conocemos. Estimar 
la velocidad angular máxima con que podría girar el Sol, usando los va- 
lores conocidos de su masa (1,99 x 10% kg) y de su radio (6,96 < 10* km), 
para que siguiera siendo tal como lo conocemos actualmente. ¿Cuál es el 
periodo de rotación que corresponde a esta velocidad angular? 
(b) Calcular el momento angular orbital de Júpiter y de Saturno a partir 
de su masa (318 y 95,1 veces la masa de la Tierra, respectivamente), de su 
distancia media al Sol (778 y 1430 millones de km, respectivamente), y del 
periodo de su órbita (11,9 y 29,5 años, respectivamente). Compararlos con 
el valor medido experimentalmente del momento angular del Sol (1,91 
10% kg - m*/s). (c) Si se transfiriera todo el momento angular de Júpiter y 
de Saturno al Sol, ¿cuál sería el nuevo periodo orbital del astro? El Sol no 
es una esfera uniforme de gas; por lo tanto, su momento de inercia viene 
dado por la fórmula I = 0,059MR?. Comparar este resultado con el obte- 
nido para la velocidad angular de rotación máxima obtenida en el apar- 
tado (a). 


LEYES DE KEPLER 





22 e Se ha descubierto el nuevo cometa Alex-Casey en una órbita 
muy elíptica, con un periodo de 127,4 años. Si el acercamiento máximo 
del cometa al Sol es de 0,1 UA, ¿cuál es su distancia máxima al astro? 


23 * El radio de la órbita terrestre es 1,496 Xx 101% m y el de Urano, 
2,87 X 10% m. ¿Cuál es el periodo de Urano? 
24 * El asteroide Hector, descubierto en 1907, describe una órbita 


casi circular de radio 5,16 UA alrededor del Sol. Determinar el periodo 
de este asteroide. 


25 es Uno de los llamados “huecos de Kirkwood” del cinturón 
de asteroides se encuentra en un radio orbital alrededor del Sol tal que 
el periodo de la órbita es la mitad del periodo de la órbita de Júpiter. El 
motivo por el cual hay un hueco para órbitas con este radio radica en 
que los asteroides experimentan una fuerza atractiva periódica, proce- 
dente de Júpiter, justo en la misma posición tras orbitar alrededor del 
Sol. Esas atracciones repetitivas por parte de Júpiter modifican la ór- 
bita de los asteroides. Por tanto, todos los asteroides que orbiten en ese 
radio serán expulsados debido a la atracción resonante. ¿Á qué distan- 
cia del Sol se encuentran esos huecos de Kirkwood? ap 

26 e. Atlas, la diminuta luna de Saturno, se encuentra atrapada 
en resonancia orbital con otra luna, Mimas, cuya órbita es mayor que 
la de Atlas. El ratio entre los periodos de sus órbitas es 3:2, es decir, 
por cada 3 revoluciones de Atlas, Mimas completa 2 revoluciones. Por 
tanto, Atlas, Mimas y Saturno están alineados en intervalos iguales de 
dos periodos orbitales de Atlas. Si Mimas orbita Saturno con un radio 
de 186 000 km, ¿cuál es el radio de la órbita de Atlas? 


27 .* El asteroide Ícaro, descubierto en 1949, se denominó así por- 
que su órbita elíptica, muy excéntrica, le acerca mucho al Sol en su pe- 
rihelio. La excentricidad e de una elipse viene definida por la relación 
re all — e), donde +. es la distancia al perihelio y a el semieje mayor. 
Ícara tiene una excentricidad de 0,83 y su periodo es de 1,1 años. (1) De- 
terminar el semieje mayor de la órbita de Ícaro. (b) Determinar las dis- 


tancias del perihelio y del afelio de la órbita de Ícaro. 


28 ..e PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGENIE- 
RÍA, APLICACIÓN BIOLÓGICA Se lleva mucho tiempo discutiendo las 
distintas posibilidades de enviar una misión tripulada a Marte y las di- 
ficultades que entrañaría a los astronautas acometer un viaje tan largo 
por el espacio. Vamos a analizar el problema de una forma sencilla, con- 
siderando una de las posibilidades que se han barajado: “la transferen- 
cia orbital de Hohmann”. Según esta propuesta, se trataría de establecer 
una órbita elíptica tangente a la órbita de la Tierra cuando ésta esté en 
el punto más cercano al Sol que a la vez fuera tangente a la órbita de 
Marte cuando el planeta rojo esté en el punto más alejado del astro rey. 
Calcular el tiempo total invertido por los astronautas en viajar de un 
planeta a otro sabiendo que la distancia de Marte al Sol es 1,52 veces la 
distancia media Tierra-Sol. 

29 «+ ESTIMACIÓN Kepler determinaba distancias entre los planetas 
del sistema solar a partir de los datos que había obtenido mediante sus 
observaciones. Por ejemplo, determinó la distancia relativa entre el Sol y 
Venus (comparandola con la distancia 5Sol-Tierra). A causa de que la ór- 
bita de Venus es más cercana al Sol que la órbita de la Tierra, Venus siem- 
pre se puede observar próximo al alba o al ocaso, ya que su posición en 
el cielo nunca está lejos del Sol (véase la figura 11.24). Suponiendo que la 
órbita de Venus alrededor del Sol es un círculo perfecto, consideremos la 
la orientación relativa de Venus, Tierra y Sol cuando alcanzan su máxima 
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FIGURA 11.24 Problema 29 


extensión, es decir, cuando Venus está más alejado del Sol en el cielo. 
(a) En estas condiciones, demostrar que el ángulo b de la figura 11.24 es 
90". (b) Si el ángulo de máxima elongación entre Venus y el Sol es de 47”, 
¿cuál es la distancia entre Venus y el Sol en UA? (c) Utilizar este resultado 
para estimar la duración del año “venusiano”. 5S4P 


30 ee LaLuna, cuando está en el apogeo de su órbita alrededor de la 
Tierra está a 406 395 km de distancia, mientras que en el perigeo está a 
357 643 km. ¿Cuál es la velocidad de la Luna en el apogeo y en el perigeo? 
La masa de la Tierra es 5,98 X 10% kg. 


LEY DE LA GRAVITACIÓN DE NEWTON 





31 e Europa es un satélite que se mueve en una órbita de Júpiter 
con un periodo de 3,55 días y a una distancia media de 6,71 X 10% m. 
(a) A partir de estos datos y suponiendo que la órbita es circular, calcu- 
lar la masa de Júpiter. (b) Otro satélite de Júpiter, Calisto, se mueve a 
una distancia media de 18,8 X 10% m en una órbita que tiene un periodo 
de 16,7 días. Á partir de estos datos, determinar la aceleración de Calisto 
y de Europa y comprobar que son consistentes con una ley de la gravi- 
tación que contemple una dependencia espacial proporcional a la in- 
versa del cuadrado de la distancia. [Nota: en el apartado (b) de este 
problema NO debe usarse el valor de G para nada.] "sswr 


32 * APLICACIÓN BIOLÓGICA Se suele pensar que los astronautas 
de la lanzadera espacial están en condiciones de ingravidez “porque 
están más allá de la atracción gravitatoria de la Tierra”. De hecho, esta 
opinión es completamente falsa. (1) ¿Cuál es el módulo de la aceleración 
de la gravedad para los astronautas de la lanzadera espacial cuando el in- 
genio espacial está a 400 km por encima de la superficie de la Tierra? (b) 
Dada la respuesta del apartado (1), ¿por qué, los astronautas en estas con- 
diciones sufren efectos biológicos adversos, como atrofia muscular, in- 
cluso sin estar sometidos a una situación de ingravidez? 


33 * La masa de Saturno es de 5,69 x 10% kg. (1) Calcular el 
periodo de su luna Mimas, sabiendo que el radio medio de su órbita 
es 1,86 x 10% m. (b) Calcular el radio medio de la luna Titán, cuyo pe- 
riodo es de 1,38 X 10%s, "Repp 


34 * Calcular la masa terrestre a partir de los valores del pe- 
riodo de la Luna T = 27,3 días, el radio medio de su órbita r,, = 
3,84 x 10% m y el valor ya conocido de G. 


35 * Suponer que se realiza un aterrizaje en un planeta de otro 
sistema solar que tiene la misma masa por unidad de volumen que la 
Tierra, pero su radio es 10 veces el de la Tierra. ¿Cuál sería su peso en 
ese planeta en comparación con el que tiene en la Tierra? 


36 * Suponer que la Tierra, manteniendo su masa actual, fuera 
comprimida hasta la mitad de su radio. ¿Cuál sería la aceleración de la 
gravedad g en la superficie de este nuevo planeta más compacto? 


37 * Un planeta se mueve alrededor de un sol masivo con mo- 
mento angular constante. Cuando el planeta pasa por el perihelio posee 
una velocidad de 5 Xx 10* m/s y se encuentra a 1,0 X 10% m del sol. El 
radio orbital en el afelio aumenta en 2,2 X 10% m. ¿Cuál es la velocidad 
del planeta en el afelio? 


38 * ¿Cuáles la aceleración de la gravedad en la superficie de una 
estrella de neutrones cuya masa es 1,60 veces la masa del Sol y que tiene 
un radio de 10,5 km? 


39 ee La velocidad de un asteroide es de 20 km/s en el perihelio y 
de 14 kmfs en el afelio. (4) Determinar la relación de las distancias al 
afelio y al perihelio. (b) ¿Este asteroide está más lejos o más cerca del Sol 
que la Tierra, en promedio? Explique la respuesta. 


40 ee Un satélite de masa 300 kg se mueve en una órbita circular 
de 5 X 10% m por encima de la superficie terrestre. (1) ¿Cuál es la fuerza 
gravitatoria sobre el satélite? (b) ¿Cuál es la velocidad del satélite? 
(c) ¿Cuál es el periodo del satélite? 
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41 e* Un medidor superconductor de la gravedad puede medir 
cambios de esta magnitud del orden Ag/g = 107". (a) Si una persona 
está escondida detrás de un árbol con un medidor de gravedad, ¿a qué 
distancia máxima se podrá acercar su amigo de 80 kg de masa sin que 
el detector muestre un cambio de y debido a su presencia? (b) Una per- 
sona sube a un globo aeroestático con un medidor de la gravedad con 
el objetivo de determinar la velocidad de ascenso (supuesta constante). 
¿Cuál es la altura mínima ascendida que produce un cambio del campo 
gravitatorio terrestre perceptible por el aparato? "S8pP 


42 e* Si suponemos que la interacción atractiva entre una estrella 
de masa M y un planeta de masa 1 << M es de la forma F = KMm/r, 
siendo K la constante gravitatoria, ¿cuál sería la relación entre el radio 
de la órbita circular del planeta y su periodo? 


43 es La Tierra tiene un radio de 6370 km. El radio de la Luna es 
1738 km. Sabiendo que la aceleración de la gravedad en la superficie de 
la Luna es 1,62 m/s”, ¿cuál es la relación entre la densidad media de la 
Luna y la de la Tierra? "espe 


V ASAS GRAVITATORIA E INERCIAL 





44 * Se mide el peso de un cuerpo patrón que por definición tiene 
una masa exacta de 1 kg y se obtiene un valor de 9,81 N. En el mismo 
laboratorio, otro objeto pesa 56,6 N. (4) ¿Cuál es la masa de este último? 
(b) La masa determinada en (1), ¿es gravitatoria o inercial? 


45 * ESTIMACIÓN El principio de equivalencia establece que la 
caída libre de cualquier cuerpo en un campo gravitatorio es indepen- 
diente de la masa del objeto, Este resultado puede comprobarse a partir 
de la ley de gravitación universal pero, ¿se ha comprobado experimen- 
talmente? Un experimento realizado en la década de los años 1960, el 
experimento de Roll-Krotkov-Dicke, indica que la aceleración de la 
caída libre de los cuerpos es independiente de la masa al menos con una 
exactitud de 1 parte en 10%, Supongamos que dos cuerpos caen simul- 
táneamente, desde el reposo, en un campo gravitatorio uniforme y que, 
además, uno de los objetos cae con una aceleración exacta de 9,8 m/s? 
mientras que el otro cae con una aceleración constante que supera los 
9,8 m/s* en 1 parte sobre 10'. ¿Qué distancia habrá caído el primer 
cuerpo cuando el segundo, en su caida, le aventaje en 1 mm? 
(Obsérvese que esta estimación corresponde al cálculo de un límite su- 
perior en la diferencia de aceleraciones, aunque la mayoría de los físicos 
creen que no hay ninguna diferencia en la aceleraciones.) 


ENERGÍA POTENCIAL GRAVITATORIA 





46 * (1) Considerando que la energía potencial es cero a una dis- 
tancia infinita, hallar la energía potencial de un cuerpo de 100 kg en la 
superficie de la Tierra. (b) Hallar la energía potencial del mismo cuerpo 
a una altura sobre la superficie terrestre igual al radio de la Tierra. 
(c) ¿Cuál deberá ser la velocidad de escape de un cuerpo proyectado 
desde esta altura? "SAP 


47 * Hallar la velocidad de escape de un cohete que abandona 
la Luna. La aceleración de la gravedad en la Luna es 0,166 veces la 
de la Tierra y el radio de la Luna es 0,273 R,. T8w" 


48 ** ¿Qué velocidad inicial debe darse a una partícula para 
que cuando esté muy alejada de la Tierra su velocidad final sea igual 
a la de escape? Despreciar los efectos de rozamiento con el aire. 


49 e. PÓNGALO EN SU CONTEXTO, ÁPLICACIÓN A LA INGENIE- 
RÍA Mientras se prepara el presupuesto para el próximo año, la NASA 
quiere informar sobre el coste (por kilogramo) del lanzamiento de un 
nuevo satélite terrestre. (2) ¿Cuánto costará (en kW - h) enviar un objeto 
de 1 kg a una órbita de 300 km de altura respecto de la superficie te- 
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rrestre? Tener en cuenta que, a esa altura, el radio de la Tierra es signi- 
ficativo. (b) Si el precio al que la NASA paga su consumo energético es 
de 0,15 $ por kW - h, ¿cuál será el coste mínimo del lanzamiento de un 
satélite de 400 kg en esa órbita? Despreciar los efectos de rozamiento 
con el aire. 


50 e* El escritor de ciencia ficción Robert Heinlein afirmó: “Si se 
consigue estar en una órbita estable, se está a medio camino de todas 
partes”. Justificar esta frase comparando la energía cinética necesaria 
para colocar un satélite en una órbita baja (11 = 400 km) con la energía 
necesaria para colocar el satélite completamente libre de la gravedad te- 
rrestre. 


51 ** Se deja caer desde el reposo un objeto situado a una al- 
tura de 4 x 10% m sobre la superficie terrestre. Si no existiese la re- 
sistencia del aire, ¿cuál sería su velocidad al chocar contra la 
Tierra? "58pp 


52 e* Se lanza un objeto hacia arriba desde la superficie de la 
Tierra con una velocidad inicial de 4 km/s. Hallar la altura máxima 
que alcanzará. 


53 e* Se lanza desde la superficie de la Tierra una partícula con 
una velocidad doble de la de escape. Cuando esté muy lejos de la Tierra, 
¿cuál será su velocidad? 


54 "** Cuando calculamos las velocidades de escape, lo hacemos 
bajo la hipótesis de que el objeto que escapa está aislado. Esto, en gene- 
ral, no es del todo cierto para el sistema solar. Demostrar que la veloci- 
dad de escape en un punto cercano a un sistema compuesto por dos 
cuerpos masivos esféricos estacionarios es igual a la raíz cuadrada de la 
suma de los cuadrados de las velocidades de escape en cada uno de los 
cuerpos considerados individualmente. 


55  *** Calcular la velocidad mínima, respecto a la Tierra, que debe 
tener un cohete para poder escapar del sistema solar si se lanza desde 
la superficie terrestre. La respuesta dependerá de la dirección de lanza- 
miento. Explicar qué dirección de lanzamiento sería la óptima a la hora 
de minimizar la velocidad de escape. Despreciar el efecto de rotación te- 
rrestre y la resistencia con el aire. 


s6 *** Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba desde la su- 
perficie de la Tierra. Demostrar que la altura máxima alcanzada por el 
cuerpo es H = R,H' ñ (R, — H'), donde H' es la altura que alcanzaría si 
el campo gravitatorio fuera constante. 


ÓRBITAS GRAVITACIONALES 





57 +» Un vehiculo espacial de 100 kg de masa se encuentra en una 
órbita circular alrededor de la Tierra a una altura h = 2R,. (a) ¿Cuál es 
el periodo de la órbita de este vehículo alrededor de la Tierra? (b) ¿Cuál 
es su energía cinética? (c) Expresar el momento angular L del vehículo 
espacial en función de su energía cinética K y determinar su valor nu- 
mérico. 


58 ++ ESTIMACIÓN El periodo orbital de la Luna es de 27,3 días, la 
distancia media de centro a centro entre la Tierra y la Luna es 3,82 x 10% m, 
la duración del año terrestre es 365,25 días y la distancia de centro a cen- 
tro entre la Tierra y el Sol es 3,82 X 10% m. Utilizar esta información para 
estimar el cociente entre las masas del Sol y la Tierra. Comparar este re- 
sultado con el valor medido de 3,33 x 10”, En caso de discrepancia, enu- 
mere los factores que pudieran contribuir. 


59 ese Alrededor de la Tierra, a unos 1000 km de altura sobre la su- 
perficie terrestre hay muchos satélites en órbita. Los satélites geosíncro- 
nos están en órbita a una distancia de 35790 km de la superficie de la 
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lierra. ¿Cuánta energía adicional se requiere para lanzar un satélite de 
500 kg a una órbita geosíncrona en vez de a una órbita de 1000 km por 
encima de la superficie terrestre? 9pp 


so **+*+ PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGENIE- 
RÍA La idea de un puerto espacial orbitando la Tierra es una propuesta 
atractiva para enviar sondas, misiones tripuladas a planetas alejados del 
sistema solar. Supongamos que se ha construido una “plataforma” que 
orbita la Tierra a 450 km sobre la superficie terrestre. Un equipo de in- 
vestigación lanza una sonda lunar en una órbita que tiene su perigeo en 
el radio orbital de la plataforma y su apogeo en el radio orbital de la 
Luna. (1) Para lanzar correctamente la sonda, determine en primer lugar 
la velocidad orbital de la plataforma. (b) Determine ahora la velocidad 
necesaria, relativa a la plataforma, con la que hay que lanzar la sonda 
para que alcance la órbita deseada. Despreciar los efectos de atracción de 
la Luna sobre la sonda. Suponer además que el lanzamiento tiene lugar 
durante un periodo de tiempo despreciable. (c) ¿Cuánto tiempo hay que 
esperar desde el lanzamiento para que la sonda llegue al apogeo? 


CAMPO GRAVITATORIO (2) 





61 * Una cuerpo de prueba de 3 kg experimenta una fuerza gra- 
vitatoria de 12 Ní en cierto punto P. ¿Cuál es el campo gravitatorio en 
ese punto? 


62 * El campo gravitatorio en cierto punto viene dado por 
¿ =2,5 X 10 N/kg j. ¿Cuál es la fuerza gravitatoria sobre un objeto 
de 4 g en ese punto? 


63 *+* Una partícula puntual de masa m está sobre el eje x en el 
punto x = L y otra masa puntual igual está sobre el eje y en el punto 
y = L. (a) Determinar el campo gravitatorio en el origen. (b) ¿Cuál es el 
módulo de este campo? spp 


64 ** Cinco cuerpos con masas iguales M están equidistantes 
sobre el arco de una semicircunsferencia de radio R como se indica en 
la figura 11.25. Se sitúa un objeto de masa m en el centro de curvatura 
del arco. (a) Si M es 3 kg, m vale 2 kg y R es 10 cm, ¿cuál es la fuerza 
sobre m debida a los cinco cuerpos de masa M? (b) Si m se retira, ¿cuál 
es el campo gravitatorio en el centro de curvatura del arco? 


M 





FIGURA 11.25 Problema 64 


65 ** Una partícula puntual de masa 2 kg está en el origen y una 
segunda partícula puntual de masa m, = 4 kg está sobre el eje x en el 
punto x = 6 m. Determinar el campo gravitatorio g en (a) x = 2 m, y 
(b) x = 12 m. (c) Hallar el punto sobre el eje x, para el cual y = 0. 


66 +* Demostrar que el máximo valor de g para el campo del ejem- 
plo 11.7 tiene lugar en los puntos x = +a/W2. 


67 *** Una barra no uniforme de longitud L se encuentra ali- 
neada sobre el eje x con un extremo en el origen y el otro en x = L. 
Su densidad A (masa por unidad de longitud) varía en la forma 
A = Ex, donde € es una constante. (Así, un elemento de la barra 
tiene una masa dí = A dx.) (a) ¿Cuál es la masa total de la barra? 
(b) Determinar el campo gravitatorio debido a la barra en el punto 
X >L. "maNe 


68 «+ Una varilla uniforme de masa M y longitud L está si- 
tuada sobre el eje x con su centro en el origen. Consideremos un 
elemento de longitud dx a una distancia x del origen donde 
O < x <L. (a) Demostrar que este elemento produce un campo 
gravitatorio en un punto x, sobre el eje x, > L dado por 


GM 
———— dx, (b) Integrar este resultado respecto a toda la va- 


El 


rilla para hallar el campo gravitatorio total en el punto x, debido a la 
misma. (c) ¿Cuál es la fuerza ejercida sobre un objeto de masa mm, en x,? 
(1) Demostrar que para X, => L, el campo es aproximadamente igual 


al ejercido por una partícula puntual de masa M situada en x = 0, 


de == 


t 


CAMPO GRAVITATORIO (z) 
PRODUCIDO POR OBJETOS 
ESFÉRICOS 





69 * Una corteza esférica tiene una radio de 2 m y una masa de 
300 kg. ¿Cuál es el campo gravitatorio a las siguientes distancias del 
centro de la corteza? (4) 0,5 m. (6) 1,9 m. (c) 2,5 m. 


70 * Una corteza esférica tiene un radio de 2 m y una masa de 
300 kg; su centro está localizado en el origen de un sistema de coordena- 
das. Otra corteza esférica de radio 1 m y masa 150 kg está situada dentro 
de la corteza mayor con su centro a 0,6 m sobre el eje x. ¿Cuál es la fuerza 
gravitatoria de atracción entre las dos cortezas? 


71 es Dos esferas sólidas, 5, y S,, tienen radios iguales R y 
masas iguales M. La densidad de la esfera 5, es constante, mientras 
que la densidad de la esfera 5, depende de la distancia radial de 
acuerdo con la expresión plr) = Cfr. Si la aceleración de la gravedad 
en la superficie de la esfera S, es g,, ¿cuál es la aceleración de la gra- 
vedad en la superficie de la esfera 5,? mear 


72  ** Dos esferas sólidas homogéneas, S, y S,, tienen masas 
iguales, pero radios distintos, R, y R,. Si la aceleración de la grave- 
dad en la superficie de la esfera $, es g,, ¿cuál es la aceleración de la 
gravedad en la superficie de la esfera S,? 


73 e* Dos cortezas esféricas concéntricas y uniformes poseen 
masas M, y M,, y radios a y 2a, como se muestra en la figura 11.26. ¿Cuál 
es el módulo de la fuerza gravitatoria sobre una masa puntual + locali- 
zada (4) a una distancia 32 del centro de las dos cortezas? (b) a una dis- 
tancia 1,92 del centro de las cortezas? (c) a una distancia 0,92 del centro 
de las cortezas? 





FIGURA 11.26 Problema 73 
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74 e* La corteza esférica interna del problema 73 se desplaza de 
modo que su centro está ahora en x = 0,81. ¿Cuál es el módulo de la 
fuerza gravitatoria sobre una partícula puntual de masa m situada sobre 
el eje x en (a) x = 34, (b) x = 1,9, (c) x = 0,94? 


75 e* Imagínese que se encuentra sobre una balanza de muelles en 
un ascensor que desciende a velocidad constante hacia el interior de 
una mina localizada en el ecuador. Tratar la Tierra como una esfera ho- 
mogénea. 


(a) Demostrar que la fuerza de la gravedad ejercida por la Tierra es pro- 
porcional a su distancia al centro del planeta. 

(b) Supongamos que el túnel que da acceso a la mina es vertical y está 
en el ecuador. Considerando la rotación de la Tierra, demostrar que 
el peso efectivo es proporcional a la distancia desde el centro de la 
Tierra. "epp 


76 ++ PÓNGALO EN SU CONTEXTO Supongamos que la Tierra 
fuese una esfera uniforme sin rotación. Considere una mina situada en 
el ecuador que tiene un túnel de acceso vertical cuya profundidad es de 
15 km respecto a la superficie. Determinar la disminución del peso de 
una persona que pesa 800 N en la superficie terrestre, cuando se halla 
en el fondo del túnel. La densidad de la corteza terrestre, en realidad, 
aumenta con la profundidad. ¿Cómo afectaría esto al resultado? 


7 e* Una esfera sólida de radio R tiene su centro en el origen 
de coordenadas. Posee una densidad de masa uniforme, p,, excep- 
tuando el hecho de que tiene un agujero esférico de radio r = ¿R 
cuyo centro se encuentra en x = ¿R, como se muestra en la figura 
11,27, Calcular el campo gravitatorio en los puntos del eje x para los 
que se cumple que |x| > R. (Sugerencia: puede considerarse la cavidad 
como una esfera de masa m = (4/3)w1"p, más una esfera de masa —m.) 





FIGURA 11.27 Problema 77 


78 *** Demostrar para la esfera con un agujero del problema 77 
que el campo gravitatorio dentro del agujero es uniforme, y calcular 
su módulo y dirección. 


79 *** 5etaladra un túnel liso y recto a través de un planeta esfé- 
rico cuya densidad de masa p, es constante, El túnel pasa por el centro 
del planeta y es perpendicular a su eje de rotación, que está fijo en el es- 
pacio. El planeta gira con una velocidad angular w determinada, de 
modo que los objetos dentro del túnel no tienen aceleración relativa a 
éste. Hallar w. 


go *** Ladensidad de una esfera viene dada por plr) = Cfr. La es- 
fera tiene una radio de 5 m y una masa de 1 X 10" kg. (a) Determinar la 
constante C. (b) Obtener las expresiones del campo gravitatorio para (1) 
r>5my(Q)r<5m. 


gi  *** Enla esfera descrita en el problema 80 se taladra un agujero 
hacia su centro a profundidad de 2 m por debajo de la superficie de la 
esfera. Desde la superficie se deja caer en el agujero una pequeña masa. 
Determinar la velocidad de esta masa al chocar contra el fondo del agu- 
jero. "53pp 
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g *"*.e.e PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGENIE- 
RÍA La superficie sólida de la Tierra tiene un espesor de 40 km y una 
densidad de 3000 kg Fins, aproximadamente. Centrado a 2000 m por de- 
bajo de dicha superficie se encuentra un depósito esférico de metales 
pesados con una densidad de 8000 kg/m* y un radio de 1000 m. 
Determinar el cociente Aefg directamente encima de este depósito, 
siendo Ag el aumento del campo gravitatorio debido al depósito. 


ga *** Dentro de una esfera de plomo de radio KR se han taladrado 
dos huecos esféricos idénticos de radio R/2. Ambos son tangentes a la 
superficie de la esfera y tocan su centro como se ve en la figura 11.28. 
Antes de formar los huecos, la masa de la esfera de plomo era M. 
Hallar la fuerza de atracción que la esfera de plomo ejerce sobre una 
partícula puntual de masa m situada en la posición que indica la fi- 
gura. "SEP 





FIGURA 11.28 Problema 83 


ga e... Un clúster (racimo) globular es un conjunto casi esférico de 
millones de estrellas que se mantienen juntas gracias a la fuerza de la 
gravedad. Los astrónomos miden las velocidades de las estrellas del 
clúster con el objetivo de estudiar su composición y de tener una idea 
de la distribución de masa en su interior. 5í se supone que todas las es- 
trellas tienen, aproximadamente, la misma masa, demostrar que la ve- 
locidad media de una estrella en una órbita circular alrededor del centro 
del clúster ha de aumentar linealmente con la distancia al centro del 
mismo. 


PROBLEMAS GENERALES 





85 e La distancia media de Plutón al Sol es de 39,5 UA. 
Determinar el periodo de Plutón. 


86 * Calcular la masa de la Tierra a partir de los valores de G, y y R.. 


87 e* La fuerza ejercida por la Tierra sobre una partícula de masa 
ma la distancia r (r > R,) del centro del planeta tiene el módulo mgR; /7, 
donde g = GM. (Ri. (a) Calcular el trabajo que debe realizarse contra la 
gravedad para desplazar la partícula de una distancia r, a otra r,. (b) De- 
mostrar que cuando r, = R, y 1, = R;, + hi, el resultado puede escribirse 
en la forma W = mgRÍ(1/R,) — 1/(R, + h)]. (c) Demostrar que cuando 
h <= K.,, el trabajo viene dado aproximadamente por W = mel. 


88 ee La densidad media de la Luna es r = 3340 kg/m. 
Determinar el periodo mínimo posible T de un vehículo espacial en ór- 
bita alrededor de la Luna. 


89 ** Una estrella de neutrones es una estrella de gran masa, muy 
condensada, en la última etapa de su evolución. Está formada por 
neutrones (de ahí su nombre) debido a que la intensa fuerza gravita- 








cional produce la “fusión” entre electrones y protones para dar lugar 
a neutrones. Supongamos que al final de la fase actual, el Sol colapsa 
en una estrella de neutrones (en realidad no puede hacerlo pues no 
tiene masa suficiente) de 12 km de radio sin que haya pérdida de 
masa en el proceso. (4) Calcular el cociente entre la aceleración de la 
gravedad tras el colapso y su valor actual. (bh) Calcular el cociente 
entre las velocidades de escape tras el colapso y el valor actual. emp 


90 ese PÓNGALO EN SU CONTEXTO, APLICACIÓN A LA INGENIERÍA 
Supongamos que el Sol pudiera colapsar en una estrella de neutrones 
de 12 km de radio, como en el problema 89. Su equipo de investiga- 
ción se encarga de enviar una sonda espacial desde la Tierra para es- 
tudiar el Sol una vez transformado y la sonda llega hasta una órbita 
circular que se encuentra a 4500 km del centro del Sol. (1) Calcular la 
velocidad de la sonda. (b) Posteriormente, se planea construir una pla- 
tatorma espacial en la misma órbita. Para transportar el equipamiento, 
los científicos de la Tierra necesitan que determine la velocidad de es- 
cape (relativa a la plataforma) de cohetes lanzados desde la plata- 
forma, en la dirección de la velocidad orbital de la plataforma en el 
instante del despegue. ¿Cuál es la velocidad y cómo es en compara- 
ción con la de velocidad de escape de la superficie de la Tierra? 


91 ee Un satélite gira alrededor de la Luna (radio 1700 km), pró- 
ximo a la superficie, con una velocidad v, Desde la Luna se lanza verti- 
calmente hacia arriba un proyectil con la misma velocidad inicial v. 
¿Qué altura máxima alcanzará? 


92 ee Los agujeros negros son objetos cuyo campo gravitacional es 
tan intenso que ni tan siguiera la luz puede escapar. Considere un ob- 
jeto esférico cuya densidad es tan grande que la velocidad de escape en 
su superficie es mayor que la velocidad de la luz, c. Si el radio de una 
estrella fuese inferior al valor del radio de Sclrwarzchild R¿, entonces la es- 
trella se convertirá en un agujero negro, es decir, la luz que se origina en 
su superficie no puede escapar. (2) Para un agujero negro sin rotación, 
el radio de Schwarzchild depende sólo de la masa del agujero negro. 
Demostrar que R, = 2GMf/e?. (b) Calcular el radio de Schwarzchild para 
un agujero negro cuya masa es la de 10 soles. 


93 ee Enun sistema de estrellas binarias, dos estrellas orbitan al- 
rededor de su centro común de masas. Si las estrellas tienen masas 
mM, Y M, y están separadas por una distancia r, demostrar que el 
periodo de rotación está relacionado con r según la expresión 
T* = 4 /[Glm, + m.,)]. 


94 e* Dos partículas de masa 11, y 1, separadas una distancia n- 
finita se dejan libremente desde el reposo. Determinar sus velocida- 
des v, y v, cuando su distancia de separación es r. La distancia de 
separación se dice que es grande, pero grande es un término relativo. 
¿Qué distancia podemos calificar como grande? 


95 ee Urano, el séptimo planeta del sistema solar, fue observado 
por primera ver en 1781 por William Herschel. Su órbita fue entonces 
analizada mediante las leyes de Kepler. Hacia el 1840, las observaciones 
de Urano indicaban claramente que su órbita real difería de las predic- 
ciones basadas en las leyes de Kepler en una cantidad que no era atri- 
buible a un error de precisión observacional. La conclusión fue que 
debía haber otra influencia, además de la del Sol y de los ya conocidos 
planetas internos a la órbita de Urano. 5e creyó que era debida a un oc- 
tavo planeta, cuya órbita fue predicha independientemente en 1845 por 
dos astrónomos: John Adams y Urbain LeVerrier. En septiembre de 
1846, John Galle, observó por primera vez a Neptuno, justo en la posi- 
ción predicha por Adams y LeVerrier. Urano y Neptuno orbitan el Sol 
con periodos de 84 y 164,8 años, respectivamente. Para ver el efecto que 
Neptuno tuvo sobre Urano, determinar el cociente de las fuerzas gravi- 
tacionales entre Neptuno y Urano, y entre Urano y el Sol, cuando 
Neptuno y Urano están lo más cerca posible uno del otro (y por tanto 
alineados con el Sol). La masa del Sol es 333 000 veces la de la Tierra, 


la de Urano es 14,5 veces la de la Tierra y la de Neptuno es 17,1 veces la 
de la Tierra. "spp 


96 e * Se cree que hay un agujero negro supermasivo en el centro 
de nuestra galaxia. Un dato que conduce a esta conclusión es que re- 
cientemente se ha observado un movimiento estelar cerca del centro de 
la galaxia. Si una de esas estrellas se moviera en órbita elíptica, con un 
semieje mayor de 5,5 días-luz, y con un periodo de 15,2 años, ¿cuál sería 
la masa del supuesto agujero negro? 


97 *s Cuatro planetas idénticos están distribuidos en un cuadrado, 
tal como se muestra en la figura 11.29. Si la masa de cada planeta es M 
y el lado del cuadrado es a, ¿cuál ha de ser la velocidad de los planetas 
si se mueven alrededor del centro del cuadrado bajo la influencia de su 
atracción mutua? app 
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FIGURA 11.29 Problema 97 
98 ** Como muestra la figura 11.30, se perfora un pozo de pe- 


queño diámetro desde la superficie de la Tierra hasta su centro. 
Despreciamos la rotación de la Tierra y la resistencia del aire y conside- 
ramos que la Tierra es una esfera uniforme. (4) ¿Cuánto trabajo se nece- 
sitaría para trasladar un objeto pequeño de masa mm desde el centro de 
la Tierra a su superficie? (b) Si se dejase caer el objeto por la abertura del 
agujero en la superficie terrestre, ¿con qué velocidad llegaría al centro? 
(c) ¿Cuál es la velocidad de escape de una partícula de masa 1 proyec- 
tada desde el centro de la Tierra? Expresar las respuestas en función de 
Mm, 2 y R.. 





FIGURA 11.30 Problema 98 


99 +* Una corteza esférica gruesa de masa M y densidad uniforme 
tiene un radio interior KR, y un radio exterior R,. Hallar el campo gravi- 
tatorio £,, en función de r para 0 < r < eo, Esquematizar un gráfico de y, 
en función de y, 


wo  ** (9) Dibujar una gráfica que nos dé un campo gravitatorio q, 
en función de x debido a un anillo uniforme de masa M y de radio R 
cuyo eje sea el eje x. (b) ¿En qué puntos es máximo el módulo de g ? 


wm .*** Determinar el módulo del campo gravitatorio a una distan- 
cia + de un hilo infinitamente largo cuya masa por unidad de longitud 
es Á. 


102 **.* Una cuestión importante referida al sistema solar es saber 
si cada uno de los anillos de Saturno es sólido o, por el contrario, está 
formado por una infinidad de pequeños satélites. Podría hacerse una 
simple observación que resolviera este enigma: la medida de la velo- 
cidad de una porción interna y de otra porción externa de un anillo. 
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Si la porción interna del anillo se mueve más lentamente que la por- 
ción externa, entonces el anillo es sólido; en caso contrario, estaría 
formado por satélites separados. Sea Ar la anchura radial del anillo, 
KR la distancia promedio del anillo al centro de Saturno y v,,, la ve- 
locidad media del anillo. (1) Si el anillo es sólido, demostrar que 

a (Ar/R), donde v, es la velocidad en la zona más 
externa del anillo y 7,,,,,, es la velocidad en la zona más interna del 
anillo. (b) 5i, en cambio, el anillo está formado por trozos pequeños de 
materia sólida, demostrar que Av = —3l0,, (Ar/ RY. (Suponer que 
Ar <= R.) 


1 — E 
Í fuera D dentro 


103 *** Eneste problema vamos a determinar la energía potencial 
gravitatoria de la varilla del ejemplo 11.8 y de una masa puntual 11, 
que está sobre el eje x en x = x,, siendo x, = 3L. (a) Demostrar que la 
energía potencial gravitatoria de un elemento de la varilla dm (que se 
muestra en la figura 11,14) y una partícula puntual 111, situada sobre el 


exe, = 5L viene dada por 


Gm, di GMm, 


dx 


5 


dal =— 


RE. : 
0 5 Lx, — x.) 


donde ll = 0 para x, = co. (b) Integrar el resultado de la parte (4) en 
toda la longitud de la varilla para hallar la energía potencial total del 
sistema. Escribir el resultado como una función general Lx) ha- 
ciendo que 1, sea igual a un punto genérico x. (c) Calcular la fuerza 
ejercida sobre m, en un punto x a partir de E= =4 Ll/dx, y compa- 
rar el resultado con m2, donde y es el campo en x, calculado en el 
ejemplo 11.8. app 


14 **+.e Unaesfera uniforme de masa M está cerca de una varilla 
delgada y uniforme de masa m y longitud L, como se indica en la fi- 
gura 11.31. Hallar la fuerza gravitatoria de atracción ejercida por la 
esfera sobre la varilla. 





FIGURA 11.31 Problema 104 


105 *** Una varilla uniforme de masa M = 20 kg y longitud L = 5 m 
se dobla en forma de semicircunferencia. ¿Cuál es la fuerza gravitatoria 
ejercida por la varilla sobre una masa puntual 1 = 0,1 kg situada en el 
centro del arco? 


106 *** Las mareas se producen como consecuencia de las fuerzas 
gravitatorias ejercidas por el Sol y la Luna sobre los océanos de la Tierra. 
(4) Demostrar que el cociente entre la fuerza ejercida por el Sol y la ejer- 
cida por la Luna es M¿r2, ¿M,, 12, donde M_ y M, son las masas del Sol y 
la Luna, y y, y r, son las distancias de la Tierra al Sol y a la Luna. Cal- 
cular este cociente. (b) Á pesar de que el Sol ejerce una fuerza mucho 
mayor sobre el océano que la ejercida por la Luna, ésta produce un 
efecto mucho mayor sobre las mareas porque el hecho importante es la 
diferencia de fuerzas entre un lado y otro de la Tierra, Diferenciar la ex- 
presión F = Gm, m,/r? para calcular la variación de F que se produce 
para una pequeña variación de r. Demostrar que dF/F = —2 dr] r. (c) La 
protuberancia de marea oceánica (es decir, la elongación del agua lí- 
quida del océano que causa dos regiones opuestas de mayor y menor al- 
tura) está causada por la diferencia de las fuerzas gravitacionales sobre 
los océanos, que existen entre dos lados de la Tierra. Demostrar que 
para una pequeña variación de la distancia, la variación de la fuerza 
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n este capítulo, estudiamos las fuerzas y momentos de fuerza que son nece- 
sarios para que un cuerpo se mantenga estático (estacionario). Por ejemplo, 
las fuerzas ejercidas por los cables de un puente colgante deben ser conoci- 
das a fin de fabricarlos con la suficiente resistencia para soportar el puente. 
De igual modo, las grúas deben diseñarse de modo que no vuelquen al le- 
vantar un peso. 


En este capítulo, estudiaremos el equilibrio de cuerpos rígidos y analizare- 
mos brevemente las deformaciones y fuerzas elásticas que surgen cuando 
los sólidos se encuentran bajo una tensión. 
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SOBRE LAS GRÚAS DE LA CONSTRUCCIÓN ACTUAN 
FUERZAS Y MOMENTOS DE FUERZA ENORMES, 
COMO EN LA QUE SE MUESTRA EN LA IMAGEN. 
Las GRUAS DEBEN SER RÍGIDAS Y ESTAR BIEN 
SUJETAS AL SUELO PARA EVITAR QUE ESAS 
FUERZAS Y MOMENTOS LAS DERRUMBEN. 

(Eric M. Anderson/ Tower Cranes of 
America, Inc.) 





Las grúas forman parte del paisaje 
de las ciudades de todo el mundo. 


El modelo que se muestra en 
la imagen tiene 81 m de altura. Se utilizan 
contrapesos para contrarrestar 
la carga y evitar que vuelquen. 
[Véase el ejemplo 12.5.) 
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PAN CONDICIONES DE EQUILIBRIO 


Una condición necesaria para que una partícula en reposo permanezca en ese es- 
tado es que la fuerza resultante que actúa sobre ella sea nula. Del mismo modo, el 
centro de masas de un cuerpo rígido permanece en reposo si la fuerza resultante 
que actúa sobre el cuerpo es cero. Sin embargo, aunque su centro de masas se en- 
cuentre en reposo, un cuerpo puede girar. Si hay rotación alrededor de cualquier 
punto, el cuerpo no está en equilibrio estático. Así pues, para que el equilibrio está- 
tico exista, el momento resultante que actúa sobre un cuerpo debe ser cero res- 
pecto a cualquier eje. Con frecuencia, esta condición resulta útil para la resolución 
de problemas, pues nos permite elegir cualquier eje para el cálculo de los mo- 
mentos. 

Por tanto, las dos condiciones necesarias para que un cuerpo rígido se encuen- 
tre en equilibrio estático son: 


1. La fuerza externa resultante que actúa sobre el cuerpo debe ser cero: 
2F =0 12.1 
2. El momento externo resultante respecto a cualquier punto debe ser cero: 


27 =0 12.2 
CONDICIONES DE EQUILIBRIO 
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En la sección 4 del capítulo 9, se-introdujo el concepto de centro de gravedad en 
función del momento de fuerza respecto a un eje. Aquí introducimos dicho con- 
cepto en función del momento de fuerza respecto a un punto. La figura 12.14 
muestra un cuerpo rígido en equilibrio estático que suponemos está formado por 
muchas partículas pequeñas y un punto O. El peso de la partícula ¡es En y el peso 
total del cuerpo F, = E Si r, es el vector posición de la partícula i “relativo al 
punto O, el momento 7, debido a 3 ,; respecto del punto O viene dado por la ex- 
presión T=É X F.. Entonces, el momento gravitatorio neto respecto de O vale 

e = Xx E y El momento gravitatorio neto respecto de cualquier punto se 
puede calcular como si todo el peso del cuerpo F, estuviera aplicado en un único 
punto, el centro de gravedad (véase la figura 12.1b). Es decir 


Taeto Ss Fog A F, 12.3 


CENTRO DE GRAVEDAD 


donde r,, es el vector posición del centro de gravedad relativo a O. 

Si el campo gravitatorio g es uniforme en el cuerpo (como ocurre habitualmente 
en objetos cuyas dimensiones no alcanzan las dimensiones astronómicas), se es- 
cribe Fs, = m,g. Obteniendo en ambos términos el sumatorio para todas las partí- 
culas, se obtiene que F, = Mg, donde M = 2m, es la masa del cuerpo. El momento 
neto es la suma de los momentos individuales, es decir, 


neto = 2 (rx F.;) o A 1,8 = 2, (mr A 3) 


' 


Si en el término de la derecha extraemos £ como factor común 


nn (Sms) X 8 








FIGURA 12.1 La dirección del momento 
de fuerza se obtiene aplicando la regla de la 
mano derecha para los productos vectoriales. 
(a) 7. 7, es el momento de la fuerza gravitacional 
F, respecto a O del ¡-ésimo elemento de masa, 
(5) El momento de la fuerza gravitacional neto 
7 respecto a O se puede calcular considerando 
que la fuerzaF, se aplica sobre un punto 
llamado centro de gravedad. 
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y sustituyendo por %m,F, usando la definición de centro de masas (MF, = Em,F,), 
se obtiene 


7. = MF 


neto cm 


X g= - XK Mg = E Xx E. 12,4 

Las ecuaciones 12.3 y 12,4 son válidas para cualquier punto O siempre que 
fr, = f,,, es decir, si el cuerpo está en un campo gravitatorio uniforme, pues en él 
el centro de masas y el centro de gravedad coinciden. 


Si O está situado justo encima del centro de gravedad, f., y E van en la misma 


dirección (hacia abajo) y, por lo tanto, se cumple 7... = 7. Xx E = 0). Por ejem- 

plo, cuando un móvil como el de la fotografía se cuelga con su centro de grave- 

dad directamente por debajo del punto de suspensión, el momento neto sobre el tE 

objeto respecto al punto de suspensión es cero, por lo que está en equilibrio es- El centro de gravedad del móvil de Calder 

tático. está situado justamente debajo del punto de 
suspensión. (Copyright O 2002 Estate of 
Alexander Calder/ Artists Rights Society (ARS), 
New York.) 











123 BENTOS 


En la mayoría de los ejemplos y problemas de este capítulo, todas las fuerzas son 
perpendiculares al eje z. Por ello, en dichos problemas lo mejor es calcular los mo- 
mentos respecto a un eje paralelo al eje z, en lugar de hacerlo respecto a un punto. 
La dirección positiva del eje z se elige perpendicular y dirigida hacia fuera del 
papel, lo cual equivale a elegir la dirección de las agujas del reloj como dirección 
negativa y la opuesta a la dirección del movimiento de las agujas del reloj como di- 
rección positiva. 





LAY ARA Caminando sobre una tabla 


Una tabla uniforme de L = 3 m de longitud y de M = 35 kg de 
masa está colocada sobre dos balanzas situadas a una distancia 
d = 0,5 m de cada uno de los extremos, tal como se muestra en 
la figura 12.2. (4) Calcular qué lectura mostrarán las balanzas 
cuando María, de m = 45 kg de masa, se sitúe en el extremo iz- 
quierdo de la tabla. (b) Sergio se sube en el otro extremo de la 
tabla y camina hacia María, que salta al suelo cuando la tabla FIGURA 12.2 
empieza a inclinarse. ¿Cuál es la masa de Sergio si cuando llega 
al extremo izquierdo de la tabla la balanza situada a la derecha 
marca cero? 





PLANTEAMIENTO La lectura de las balanzas es el módulo de 
las fuerzas que se ejercen María y Sergio sobre la tabla. Para de- 
terminar el módulo de estas fuerzas, se aplican las dos condicio- 
nes de equilibrio. 





SOLUCIÓN 


(2) 1. Dibujar el diagrama de fuerzas cuando María está sobre 
la tabla (véase la figura 12.3). Las fuerzas F ¡y F y Son las 
fuerzas ejercidas por la balanza de la izquierda y de la 
derecha, respectivamente: 





2. Se toma la dirección hacia ZF =0 
arriba positiva y se aplica la Ex E 
condición de que la fuerza : 
neta es cero: FIGURA 12.3 


p = Mg -mg=0 
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L 
3. Calcular el momento neto respecto al eje dirigido hacia 27 = F(0) + Fy(L — 2d) — Mg + mgd 
fuera del papel (considerando que el sentido contrario al 
movimiento de las agujas del reloj es el sentido positivo) 


en el punto de aplicación de F';: 


d 
+ med 





4. Imponer que el momento total es cero y despejar para F,: O'=.E,(L.— 24) — Mg 





1 d 
por lo tanto, F, = (Em ml 














2 L.= 34 
itui | 1ó 1 - 1 sd 
5. Sustituir este resultado de F,, en la expresión del paso 2 y F.= Mg + mg = |=M —- mlo=|2M+ mm lo 
are : i 2 L:= ¡e L — Za 
despejar F;: ' 
| 1 0,50 m | 
6. Con el objetivo de obtener los valores numéricos de las F, = (Es kg — 45 kg 0,818) kg) 
fuerzas, sustituir los datos del problema: 2 15m 
=61,3N =|61N 
1 2,5 m e | 
F, = (as kg + 45kg )0,1 N/kg) 
2 2,0 m 


1 d 
(b) Usando el resultado del paso 4 del apartado (1), poner F,, = 0 y O = (5m Ia l 2 
despejar 1: | 


2 


L = 2d 2,0 m 
por lo tanto, m = M = 35 kg = | 70 kg 
2d 1,0 m 














COMPROBACIÓN La suma de las dos fuerzas del paso 6 del apartado (4) debe coincidir con 
la suma del peso de María más el peso de la tabla. El peso total es (M + m)g = (35 kg + 45 kg) 
(9,81 N/kg) = 785 N. La suma de las fuerzas F, + F, = 723,5 N + 61,3 N = 785 N. En el apar- 
tado (b), Sergio está a 0,5 m del eje y el centro de gravedad de la tabla está a 1 m del eje, 
cuando el sistema equilibrado con F, = 0 y sin María sobre la tabla. Por tanto, esperamos 
que la masa de Sergio sea el doble de la masa de la tabla. 


El ejemplo 12.1 también puede resolverse utilizando un eje que pase a través 
de la masa mn, pero, en este caso, tanto F, como F, aparecen en la ecuación de los 
momentos y, por ello, el álgebra es un poco más compleja. En general, un pro- 
blema estático se simplifica calculando los momentos alrededor de un eje sobre 
la línea de acción de una de las fuerzas desconocidas, como el eje que pasa por 
el punto de aplicación de la fuerza F, en el caso del ejemplo. 


ESTRATEGIA DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
Elección del eje 


PLANTEAMIENTO Recordar las condiciones de equilibrio (3 F = 0 y 
27 = 0). 
SOLUCIÓN 


1. Para obtener una solución algebraica sencilla, elegir un eje sobre la línea 
de acción de la fuerza de la que se tenga menos información. 


2. Luego, igualar la suma de momentos de fuerza, respecto a ese eje, a cero. 


COMPROBACIÓN Intente encontrar formas alternativas de resolver el 
problema para comprobar el resultado. 
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Ejemplo 12.2 La fuerza sobre el codo 





d =3,4cm 


Un peso de 6 kg se sostiene en la mano formando el brazo y el antebrazo un ángulo de 90*, Laa 


como se muestra en la figura 12.4. El músculo bíceps ejerce una fuerza F_ cuyo punto de 
aplicación dista 3,4 cm del punto pivote O, en la articulación del codo. Tratar el antebrazo ) y 
la mano como si fueran una barra uniforme de masa m,, = 1 kg. (a) ¿Cuál es el módulo de F, 
si la distancia del peso al punto pivote es 30 cm? (b) Determinar la fuerza ejercida sobre la O / 
articulación del codo por la parte superior del brazo. 





PLANTEAMIENTO Para determinar las dos fuerzas, aplicar al antebrazo las dos condicio- 

nes que se deben cumplir para que haya equilibrio estático (2F = 0 y E7 = 0). E 

SOLUCIÓN ¡ | 

(a) 1. Se dibuja el diagrama de fuerzas para el antebrazo considerando que éste es una 
barra horizontal (figura 12.5): 


FIGURA 12.4 


2. La fuerza de la cual tenemos menos FAD)= mg + F.d—megL =0 
información es la ejercida por la parte 2 
superior del brazo en la unión del codo Por lo tanto, 
E b (no sabemos ni su módulo ni su ñ 1 E L 
dirección). Aplicamos 27 = 0 m 196 J87 





alrededor de un eje dirigido hacia fuera 1 30 cm 
del papel y que pasa por el punto de = Cao kg) + 6,0 kg)os1 N/kg) | 
aplicación de F: 2 3,4 cm 
= 563 N = | 5,6 x 102 N 
(b) Aplicamos 2F, = 0 y EF, = 0 para Ej, FOU+0+0=0 
obtener F.: y Ergo TE MA =D 
con lo que F,,=0 
y Pi + Mim Je E 
= (7,0 kg)(9,81 N/kg) — 563 N 
= —494 N 





Por consiguiente, Pus 





FIGURA 12.5 





COMPROBACIÓN F, puede determinarse en un solo paso escogiendo como pivote el punto 
donde el bíceps se une al antebrazo. Igualando a cero el momento resultante, se obtiene F,, 
(3,4 cm) + F,,(0) — (6 kg)(9,81 N/kg)(30 cm — 3,4 cm) — (1 kg)(9,81 N/kg)(15 cm — 3,4 cm) = 
O. Esta ecuación da el mismo resultado que el paso (b). Por lo tanto, F, = W90N. 


OBSERVACIÓN (1) La fuerza que debe ejercer el músculo es 9,6 veces el peso del objeto. 
Además, cuando el músculo tira hacia arriba, el brazo superior empuja hacia abajo para 
mantener el antebrazo en equilibrio. La fuerza ejercida por el brazo superior es 8,4 veces 
mayor que el peso del objeto. (2) Este ejemplo y este ejercicio demuestran que podemos ele- 
gir el punto pivote donde nos convenga más para simplificar los cálculos. 





ELIANA Colgando un anuncio Inténtelo usted mismo 


La directora de la librería del campus ha encargado un nuevo rótulo para anunciar su esta- 
blecimiento. El rótulo tiene una masa de 20 kg y ha de colocarse colgado de una barra rígida 
que está sujeta a la pared mediante un cable (véase la figura 12.6). Para saber qué cable se 
necesita, la directora pide ayuda a un estudiante de física para que le calcule la tensión del 
cable. También le pide que calcule la fuerza que la barra ejercerá sobre la pared. La barra 
tiene una longitud de 2 m y una masa de 4 kg, y el cable pende de la pared de un punto si- 
tuado 1 m por encima de la barra. FIGURA 12.6 


WIDE r5i- 
ETA 
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PLANTEAMIENTO Para que la barra esté en equilibrio, tienen que cumplirse tres condicio- 
nes: 2F, = 0, 2F, = 0, y 27 = 0, donde los momentos se calcularán respecto a un eje que + 
pasa por la línea “de acción de la que tenemos menos información. La fuerza ejercida por la 
barra sobre la pared es igual, pero opuesta a la fuerza ejercida por la pared sobre la barra. 


SOLUCIÓN 
Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 


Pasos Respuestas 


1. Se dibuja el diagrama de fuerzas de la barra (figura 12.7). 


2. Se impone la condición 27 = O respecto a un eje 
perpendicular a la página que pasa por el punto 
O, que va sobre la línea de acción de fuerza que 
hace la pared sobre la barra. 


3. Se usa la trigonometría para despejar 6. 


TL send — MgL — Po = 0 
2 


(M + imde 
por lo tanto, T= E 


senó 


y = arctgi = 26,67 


4. Utilizando el resultado del paso 2, se despeja T. T =483N =| 48 x 10 N 





5. Seimpone 2F, = O y EF, = 0; entonces, usando EF ; => Y 
los valores caleulados de T y de 6, se despejan F+: 
EE 

12 y 


— Mg —- mg =0 


6. Se despeja la fuerza F' ejercida por la barra sobre 
la pared. La fuerza ejercida por la barra sobre la 
pared y la fuerza ejercida por la pared sobre 
la barra son un par de fuerzas 3LN: 


Pra E 


COMPROBACIÓN Las componentes x e y de la fuerza que ejerce la barra sobre la pared son 
negativas, como era de esperar. 


Ejemplo 124 La rueda que sube un escalón 

Una rueda de masa M y radio R descansa sobre una superficie horizontal contra un escalón 
de altura h (h < R). La rueda tiene que subir el escalón mediante la fuerza horizontal F apli- 
cada al eje de la rueda, como indica la figura 12.8. Determinar la fuerza mínima F, necesa- 
ria para elevar la rueda sobre el escalón. 


PLANTEAMIENTO 5i el módulo de F es menor que F, .., la superficie de debajo de la rueda 
ejerce una fuerza normal dirigida hacia arriba sobre la rueda. Cuando F crece, esta fuerza 
normal disminuye. Aplicar la condición de equilibrio estático para determinar el valor de F 
para el cual la rueda todavía permanece en sus sitio cuando la fuerza normal es cero. 


SOLUCIÓN 
Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 


Pasos Respuestas 
1. Dibujar el diagrama de fuerzas de la rueda (figura 12.9). 


2. Aplicar la condición 27 = O a la rueda. Se desconoce  Er=F, (R=—h)- Mgx=0 
tanto la dirección como el módulo de F”, por lo que Mgx 
conviene calcular los momentos alrededor de un eje por lo tanto, F,,, = GUN” 
que pase por el punto de aplicación de esta fuerza. 

Obtener expresiones para los brazos de palanca a 


partir del diagrama de fuerzas y despejar F..... 





= WHR — h) 
V2R — ho) M2R — h) 


3. Usar el teorema de Pitágoras para expresar x en 
función de h y R. 


4. Igualar los módulos de los momentos y despejar F. F 





má | RA R — h Mg | 


e ltanto; F, = 432N,F, = 19,2 N 














FIGURA 12.7 


Inténtelo usted mismo 


la = —.. 





FIGURA 12.8 





FIGURA 12.9 
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COMPROBACIÓN Calculamos F ¡y para los casos límites de h = 0 y h = R. Como para h =0 
no hay bordillo, esperamos que F_. = 0, mientras que para |; = R no debería ser posible 
subir el bordillo. El resultado del paso 4daF,. =0sih=0yF,. —cosih —=R, como era 


de esperar. 


min 


OBSERVACIÓN Aplicando 27 = U respecto a un eje que pasa por el centro de la rueda 
vemos que F" está dirigida directamente hacia el centro de la rueda, ya que de otro modo 
habría un momento neto resultante distinto a cero. 


Contrapeso fijo 


(100 t) 
de i | | A A] " F Pl de 12 - 
Ejemplo 12.5 Equilibrio de una 2 / a pul Pluma delantera 
(314) (80 t) 












La figura 12.10 muestra una grúa torre modelo K-10000. 
Los elementos horizontales que se extienden como bra- 
zos a cada lado de la torre se llaman plumas. La torre 


he 


tiene una anchura de 12 m. La pluma delantera, cuya Contrapeso Contrapeso > ] 

masa es de Mp = 80 t (1 t = 1000 kg), mide 80 m. La móvil móvil Carga 
pluma de contr apeso mide 44 m y su masa es de 111, = (40 t) (83t) | pel 
31 t, el contrapeso fijo tiene una masa 1, = 100 t, el con- DS | 

trapeso móvil exterior tiene una masa 21, = 40t, el con- 

trapeso móvil interno tiene una masa Mm. = 83 t y la - 

torre tiene una masa 111, = 100 t. 5e suspende una masa Torre [+= 


m, = 100 t del centro de la pluma delantera. ¿Está com- 
pensada la grúa? En caso negativo, ¿se podría mover la 
carga para que lo estuviera? 





FIGURA 12.10 


PLANTEAMIENTO La grúa está compensada si el cen- 
tro de gravedad, y por tanto su centro de masas, queda 
dentro de la torre. Supongamos que cada pluma es una 
barra uniforme y que cada contrapeso es una masa pun- 
tual. Calculamos la componente x del centro de masas de 
la grúa y la carga, situando la dirección positiva del eje x 
hacia la derecha en la figura 12.11. 


SOLUCIÓN 


1. Dibujar el diagrama de fuerzas de la grúa y la carga 
(figura 12.11). Dibujar el eje x con el origen en el 
centro de la torre: 





FIGURA 12.11 


2. Calculamos el centro de masas del sistema: — MX,,, = (Mp, + M,)L, + m.(0) — (m1, + m 


C me JE, En mL, ó MemiLg 


Ñ (180 t)(46 m) + 0 — (140 t)(50 m) — (31 t)(28 m) — (83 t)(6,0 m) 


crm 


por tanto,  x 
180 t + 100t + 140t + 31t+.683t 


==—(,16:11 
3. Siel centro de masas queda fuera de la El centro de gravedad está situado a 16 cm a la izquierda del eje vertical de la torre. 
torre, ésta no estará compensada: Como el centro de masas queda en el interior de la torre, cuya anchura es de 12 m, 





la grúa está compensada. 





COMPROBACIÓN El extremo izquierdo de la pluma de contrapeso está en x = —50 m, y el 
extremo derecho de la pluma delantera está en x = 86 m. Entonces, el resultado del paso 2 
es razonable, puesto que está dentro del intervalo —50 m < x < 86 m. 


OBSERVACIÓN Las torres suelen estar ancladas sobre una plataforma giratoria que está fir- 
memente sujeta al suelo. 





————A—A—AAAA A A A EAÁáA A 
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ELIAYA A La escalera apoyada en la pared 


Una escalera uniforme de 5 m pesa 60 N y está apoyada contra una pared vertical sin roza- 
miento (figura 12.12), El pie de la escalera está a 3 m de distancia de la pared. ¿Cuál es el mí- 
nimo coeficiente de rozamiento estático necesario entre el suelo y la escalera para que ésta 
no se deslice? 


PLANTEAMIENTO Son necesarias tres condiciones para que la escalera se encuentre en 
equilibrio: 2F, = 0, 2F, = 0, y 27 = 0. Para despejar q, aplicar estas condiciones junto con 
Í e > ur, - 


SOLUCIÓN 


1. Dibujar el diagrama de fuerzas de la escalera tal como se muestra en la figura 12.13. Las 
fuerzas que actúan sobre la escalera son la fuerza de la gravedad, E, la fuerza É, 
ejercida por la pared (al no haber rozamiento es solamente una fuerza normal), y la 
fuerza ejercida por el suelo, que consiste en una componente normal F, y una 
componente de rozamiento estático f: 


2. El coeficiente de rozamiento estático mínimo pu, = E por lo tanto, pu... = ls 
está relacionado con la fuerza de rozamiento f. a - 
y la fuerza normal F.: 
3. Establ ¿E =0y2F =0: = =p) 
stablecer que 2F, y 2H, f.-F,=0 y E E=SD 
4. Despejarf. y F..: ESE Y EE =6N 
5. Aplicar 27 = 0 respecto a un eje dirigido F,(4,0 m) — F,(1,5m) =0 
hacia fuera del papel situado en el pie de la 
escalera, el punto de aplicación de la fuerza 
de la cual tenemos menos información: 
F(1,5m) (60 NX1,5 m) 
6. Despejar la fuerza F.: EA =P O IN 


40m 40m 


7. Utilizar este resultado de F, y f, = F, (paso 4) f,=F, =225N 
para calcular f.: 





f, 25sN 
8. Utilizar estos resultados de f, y F, para obtener — p,,.. = E + =0,343= 
el valor mínimo de y... del paso 2: »n  60N 


COMPROBACIÓN Hay otra forma de ver este problema. En el diagrama de fuerzas de la 
escalera que muestra la figura 12.14, las líneas de acción del peso F, y F, ejercida por la pared 
se cortan en el punto P. Esto significa que el momento de cada una “de dichas fuezas respecto 
a un punto P se anula. Como la suma de todos los momentos respecto a P debe ser igual a 
cero, el momento de E, respecto a P deberá ser cero. Esto significa que la línea de acción de 
E deberá pasar también por el punto P. En consecuencia, tg 0” = 40 m/1,5m = F £f, y, por 
tanto, f./F, = 1,5/4,0 = 0,375, que es el mismo que el obtenido en el paso 8. 





Si un objeto está en equilibrio estático bajo la influencia de tres fuerzas, donde 
las líneas de acción de dos de ellas se cortan en un punto, las líneas de acción 
de las tres fuerzas se cortan en el mismo punto. 


PROBLEMA PRÁCTICO 12.1 
Demostrar que si un objeto está en equilibrio estático bajo la influencia de tres fuerzas, 


donde las líneas de acción de dos de ellas se cortan en un punto, las líneas de acción de 
las tres fuerzas se cortan en el mismo punto. 





Pared sin rozamiento 





FIGURA 12.12 


15m 





FIGURA 12.13 





FIGURA 12.14 
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PAR DE FUERZAS 


Las fuerzas F y E en la figura 12.13 del ejemplo 12.6 son iguales y opuestas. Este 
sistema recibe el nombre de par de fuerzas y tiende a producir una rotación, aun- 
que su fuerza resultante es cero. Las fuerzas cd y F en estas figuras también cons- 
tituyen un par. La figura 12.15 muestra un par Ora do por las fuerzas F, y E, 
separadas por la distancia D. El momento producido por este par respecto a un 
punto arbitrario O es 


PERE FELEE=FPA ESA AE) SR AE 


1 


Este resultado no depende de la elección del punto O. 


El momento producido por un par de fuerzas es el mismo respecto a cual- 
quier punto del espacio. 


El módulo de este momento es 
7 =.FED 12.6 


donde F es el módulo de una de las fuerzas y D es la distancia entre las líneas de 
acción de ambas fuerzas. 


PROBLEMA PRÁCTICO 12.2 
Demostrar que el módulo de (fr, — £,) X F (ver ecuación 12.5) es FED (ver ecuación 12.6), 


donde D (ver figura 12.15) es la distancia entre las líneas de acción de las dos fuerzas y F 
es el módulo de cualquiera de las dos fuerzas. 





EUA Volcando un bloque 


Al visitar una cantera de mármoles usted se da cuenta de que hay un billete de $ 100 debajo 
de un bloque de mármol (figura 12.16) de masa m, altura H y sección transversal cuadrada 
de lado L. Entonces, intenta llevarse el billete pero está enganchado. Empuja el bloque con 
una fuerza horizontal a una distancia h sobre el suelo. ¿Qué fuerza debe aplicar para que el 
bloque se levante ligeramente y pueda retirar el billete? Suponer que el rozamiento impide 
el posible deslizamiento del bloque. 


PLANTEAMIENTO Dibujar el diagrama de fuerzas sobre el bloque y aplicar las condiciones 
para el equilibrio. Si hay pares de fuerzas, utilizar la ecuación 12.6 para determinar el mo- 
mento. 


SOLUCIÓN 


1. Suponer que el bloque está justo en el límite de ser levantado. Dibujar el diagrama de 
fuerzas sobre el bloque (figura 12.17). Dibujar la normal en el borde izquierdo (ver el 
comentario al final del ejemplo): 


2. Aplicar 2F, = ma, y 2F, = ma, al bloque, donde PE ME cd 
E y 2F,=0=> mg = 
3. Identificar los pares de fuerzas: Ea y F. forman el par 1 y 
mg y FE forman el par 2 
4. Elegir el sentido antihorario como sentido positivo de 7,=+F,h y 7,= —mg3L 
giro y, utilizando la ecuación 12.6, calcular el 
momento de cada par de fuerzas: 


5. Utilizando 27 = 0, despejar F.,, EE mg3L =0 


: ( 
por lo tanto, Ea = 





FIGURA 12.15 El momento 7 
producido por las dos fuerzas va hacia el 
interior de la página-perpendicular al plano 
que contiene las dos fuerzas. D es la distancia 
perpendicular entre las líneas de acción de las 
fuerzas. 








FIGURA 12.16 








— 


n 


FIGURA 12.17 
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COMPROBACIÓN Es de esperar que cuanto mayor sea la altura a la que se empuje el blo- 
que, menor será la fuerza necesaria para hacer rotar al bloque. El resultado del paso 5 mues- 
tra cómo F,, decrece cuando hi aumenta. 


OBSERVACIÓN La fuerza de reacción está uniformemente distribuida a lo largo de la su- 
perficie del bloque que está en contacto con el suelo, antes de empezar a empujar. Conforme 
empuja el bloque, el centroide (centro efectivo) de la distribución de la fuerza normal se des- 
plaza hacia la izquierda. Justo cuando la fuerza aplicada es tan grande que el bloque em- 
pieza a levantarse, el centroide de la fuerza normal se desplaza al borde izquierdo de la parte 
inferior del bloque. 


FÍN EQUILIBRIO ESTÁTICO EN UN SISTEMA 
ACELERADO 





Por sistema acelerado, entendemos un sistema de referencia que está acelerando, 
pero no rotando, respecto a un sistema de referencia inercial. Si consideramos un 
objeto en reposo en un sistema de referencia acelerado, la fuerza resultante no es 
cero. Para que el objeto se encuentre en reposo respecto a un sistema acelerado 
debe tener la misma aceleración que el sistema. Las dos condiciones para que un 
sistema se encuentre en equilibrio estático en un sistema de referencia acelerado 
son: 


1. SF =ma.,, 
donde a. es la aceleración del centro de masas, que es la aceleración del sis- 
tema de referencia. 


2 E O 


cr 
La suma de los momentos respecto al centro de masas debe ser cero. 


La segunda condición resulta de la validez de la segunda ley de Newton 
para la rotación, 27,,, = 1, er, aplicada a los momentos alrededor del cen- 
tro de masas, esté o no esté acelerado el centro de masas.* 


AA Moviendo una caja 


Un camión transporta una caja uniforme de masa mm, altura h y una sección cuadrada de lado 
L (figura 12.184). ¿Cuál es la máxima aceleración que el camión puede tomar sin que vuel- 
que la caja? Suponer que la caja vuelca antes de resbalar. 


PLANTEAMIENTO Hay tres fuerzas que actúan sobre la caja, la fuerza gravitacional, la 
fuerza de rozamiento estático y la normal. La aceleración de la caja es debida a la fuerza 
de rozamiento, como indica la figura 12.18b. Esta fuerza ejerce también un momento an- 
tihorario respecto al centro de masas de la caja. La única fuerza que ejerce un momento res- 
pecto al centro de masas de la caja es la fuerza normal. Si la caja y el camión no aceleran, 
la fuerza normal se distribuye uniformemente por la cara inferior de la caja. Si la acelera- 
ción es pequeña, esta distribución se desplaza y el punto efectivo de aplicación de la fuerza 
normal (punto donde se puede considerar aplicada toda la fuerza normal para calcular su 
momento) se mueve hacia la izquierda y da lugar a un momento de balanceo respecto al 
centro de masas. El máximo momento de balanceo que esta fuerza puede ejercer tiene 
lugar cuando pasa por el borde de la caja, como se muestra en la figura. 


* Véase el análisis relacionado con la ecuación 9.30. 


Y COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 12.1 


Hay una solución de mínimo es- 
fuerzo para este problema. Existe 
un eje respecto al cual podemos 
calcular la suma de momentos e 
igualar a cero, de forma que nos 
proporciona directamente el re- 
sultado. ¿Cuál es? 















(b) 








FIGURA 12.18 
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SOLUCIÓN 
1. Dibujar el diagrama de fuerzas para la caja (figura 12.19): 
2. Aplicar ZE, = MA ¿qq A la caja y despejar la fuerza FE, > mg3=0 esdecir, E. = me 
normal: 
3. Aplicar EF, = ma... 7, ua 
h | 
4. Aplicar 27... =0; be, — F,d = 0, donde d =5L 
do se ! h L El 

5. Sid = ¿L, entonces la aceleración es máxima. Ma 98 =D portando; E... 2 

! 1 


Sustituir 3L en lugar de d, ma. en lugar de ES Y 
mg en lugar de F,, y despejar 1,,...: 





COMPROBACIÓN Es de esperar que a, . sea mayor para una caja baja y ancha (esto es, pe- 
queña h y grande L) que para una caja alta y estrecha (hi grande y pequeña L). El resultado 
del paso 5 confirma este argumento. 


FIGURA 12.19 
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El equilibrio de rotación de un cuerpo puede clasificarse según tres categorías: es- 
table, inestable e indiferente. El equilibrio de rotación estable tiene lugar cuando 
los momentos que surgen de un pequeño desplazamiento angular del cuerpo le 
obligan a recuperar su orientación de equilibrio. El equilibrio estable viene ilus- 
trado en la figura 12.204. Cuando el cono gira ligeramente alrededor de un ex- 
tremo, el momento resultante respecto al punto pivote tiende a restaurar el cono a 
su orientación original. Obsérvese que esta ligera rotación eleva el centro de gra- 
vedad, incrementando la energía potencial del cono. 

El equilibrio de rotación inestable, ilustrado en la figura 12.20b, tiene lugar 
cuando los momentos que surgen de un pequeño desplazamiento angular del ob- 
jeto le obligan a separarse de su orientación de equilibrio. Una ligera inclinación 
del cono ocasiona su caída, porque el momento debido a su peso le aparta de su 
orientación inicial, En este caso, la rotación hace descender el centro de gravedad 
y la energía potencial del cono disminuye. 

El cono que descansa sobre la superficie horizontal de la figura 12.20c ilustra el 
equilibrio de rotación indiferente. Si se hace rodar el cono ligeramente, no existe 
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FIGURA 12.20 Siun pequeño movimiento hace que el centro de gravedad suba, como en 
(2), el equilibrio es estable. Si un pequeño movimiento baja el centro de gravedad, como en (b), el 
equilibrio es inestable. Si un pequeño movimiento ni sube ni baja el centro de gravedad, como en 
(c), el equilibrio es indiferente. 
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momento fuerza que le obligue a recuperar su orientación original ni a alejarse de 
ella. Cuando el cono gira, la altura del centro de gravedad permanece invariable, 
de modo que la energía potencial no se modifica. 

En resumen, si un sistema se perturba ligeramente respecto a su posición de 
equilibrio, este equilibrio es estable si el sistema vuelve a su posición original, ines- 
table si se aleja del equilibrio, e indiferente si no hay momentos que lo desplacen 
en alguna dirección. 

Como la expresión “perturbar ligeramente” es un término relativo, la estabili- 
dad es también relativa. Un caso de equilibrio puede ser más o menos estable que 
otro. Por ejemplo, se hace balancear una barra por un extremo, como en la figura 
12.21a. En este caso, si la perturbación es muy pequeña (figura 12.21b) la barra vol- 
verá a ocupar su orientación original, pero si la perturbación es suficientemente 
grande para que la vertical que pasa por el centro de gravedad se salga de la base 
de soporte (figura 12.21c) la barra volcará. 

Podemos mejorar la estabilidad de un sistema bajando su centro de gravedad o 
ampliando su base de soporte. La figura 12.22 muestra una barra no uniforme que 
tiene su centro de gravedad próximo a un extremo. Si la barra se sitúa vertical- 
mente sobre su extremo más pesado, de modo que su centro de gravedad esté bajo 
(figura 12.224), es mucho más estable que si está de pie sobre el otro extremo y el 
centro de gravedad queda más alto (figura 12.22b). 

En la figura 12.23, el centro de gravedad está por debajo del punto de soporte 
del sistema. Este sistema es estable para cualquier desplazamiento, pues el mo- 
mento resultante siempre hace girar el sistema hacia su posición de equilibrio. 

Un ser humano de pie, o caminando erecto, tiene dificultad en mantener su 
equilibrio porque el centro de gravedad está alto y debe mantenerse siempre sobre 
la base de soporte, los pies, que es relativamente pequeña. Esta es la razón por la 
cual los niños tardan aproximadamente un año en aprender a andar. Un animal 
que camina sobre sus cuatro patas aprende a andar más rápidamente porque su 
base de sustentación es mayor y su centro de gravedad está más bajo. Los gatitos 
recién nacidos andan casi inmediatamente. 
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FIGURA 12.23 





PAY PROBLEMAS INDETERMINADOS 


Cuando los cuerpos no son rígidos, sino deformables, es necesaria una mayor in- 
formación para determinar las fuerzas que requiere el equilibrio. Consideremos 
una camioneta en reposo sobre una superficie horizontal. En su maletero hay un 
cuerpo muy pesado. Queremos saber cuál es la fuerza de soporte vertical ejercida 
por la calzada sobre cada uno de los neumáticos. Consideremos el sistema com- 
puesto por la camioneta más el cuerpo del maletero y supongamos que conocemos 
la localización de cada uno de los neumáticos, del peso del sistema y la del centro 
de gravedad. Esta información, ¿es suficiente para calcular las fuerzas normales en 
cada rueda? La respuesta es no. Tenemos cuatro magnitudes indeterminadas por 
lo que necesitamos de cuatro ecuaciones para resolverlas. Como el sistema está en 
equilibrio, las condiciones del equilibrio sólo nos aportan tres ecuaciones indepen- 
dientes. Supongamos que el pavimento está en el plano xy. La primera condición 
del equilibrio es que la suma de las fuerzas externas sea cero. Esto sólo nos da una 








FIGURA 12.21 Laestabilidad del 
equilibrio es relativa. Si se hace girar la barra 
en (a) ligeramente, como indica (b), vuelve a 
su posición original de equilibrio siempre que 
la vertical que pasa por el centro de gravedad 
no sobresalga de la base de sustentación. (c) Si 
la rotación es demasiado grande, el centro de 
gravedad sobrepasa la base de sustentación y 
la barra vuelca. 


' Centro de 
| gravedad 
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Más estable Menos estable 


(a) (b) 





FIGURA 12.22 Cuando una barra no 
uniforme descansa sobre su extremo más 
pesado con su centro de gravedad a poca 
altura, como en (a), el equilibrio es más estable 
que cuando su centro de gravedad es alto, 
como ocurre en (b). 





El niño pequeño es relativamente inestable (si 
lo comparamos con un gatito). (Photodisk.) 


Tensión y deformación 


ecuación (2F, = 0), pues todas las fuerzas son verticales. La segunda condición de 
equilibrio es que la suma de todos los momentos de fuerza externos respecto a un 
punto cualquiera sea cero. Esto nos da dos ecuaciones adicionales, 27, = 0 y 
27, = 0, pues no hay momentos en la dirección vertical. Hay dos fuerzas externas 
actuando sobre la camioneta: la fuerza de la gravedad y las fuerzas normales sobre 
los neumáticos. Si elegimos uno de los neumáticos como origen, el momento ejer- 
cido por todas las fuerzas respecto a este punto tiene componentes x e y, pero no 
componente z, porque no hay fuerzas horizontales. 

Por tanto, obtenemos dos ecuaciones estableciendo que el momento neto sea 
cero, y una tercera ecuación estableciendo que la fuerza neta vertical sea nula. 
Necesitamos otra ecuación para determinar la fuerza ejercida por la calzada 
sobre cada una de las cuatro ruedas. Si extraemos aire de uno de los neumáticos 
o aumentamos la presión de otro, la camioneta sigue en equilibrio, pero la fuerza 
ejercida sobre cada neumático cambia. Evidentemente, las fuerzas sobre los neu- 
máticos en este problema no están determinados por la información recibida. Los 
neumáticos no son cuerpos rígidos. En cierto modo, todo objeto es deformable. 





127 A 


Si un objeto sólido está sometido a fuerzas que tienden a alargarlo, cortarlo (de- 
formación de cizalladura) o comprimirlo, la forma del objeto varía. 51 el objeto re- 
cupera su forma original después de suprimir las fuerzas, se dice que el objeto es 
elástico. La mayoría de los cuerpos tienen un comportamiento elástico al verse so- 
metidos a la acción de fuerzas, con tal de que éstas no superen un cierto valor má- 
ximo denominado límite elástico. Si las fuerzas son demasiado grandes, el objeto 
no recupera su forma original, sino que se deforma permanentemente. 

La figura 12.24 muestra una barra sólida de longitud L sometida a una tracción 
o fuerza tensora F que actúa igualmente hacia la derecha y hacia la izquierda. La 
barra está en equilibrio, pero las fuerzas que actúan sobre ella tienden a incremen- 
tar su longitud. La variación relativa de la longitud de la barra, AL/L, recibe el 
nombre de deformación: 


AL 
Deformación = A TER 


El cociente entre la fuerza F y el área de la sección transversal A de la barra se 
llama tensión de tracción (o simplemente tensión): 


Tensión = . 12.8 
A 

La figura 12.25 muestra una representación gráfica de la tensión en función de 
la deformación para una barra sólida típica. El gráfico es lineal hasta el punto A. 
Hasta este punto, que se conoce como el límite lineal, la tensión es proporcional a 
la deformación. El hecho comprobado de que la deformación cambie linealmente 
con la tensión se conoce con el nombre de ley de Hooke. El punto B de la figura 
12.25 es el límite elástico del material. Si se alarga la barra por encima de este 
punto, se deforma permanentemente. Si la tensión a la que se somete el material es 
aún mayor, finalmente se rompe, como está indicado en el punto C. El cociente 
entre la tensión y la deformación en la zona lineal del gráfico es una constante de- 
nominada módulo de Young Y: 


A tensión EXA 


= ———————_— == —— 12.9 
deformación  AL/L 


DEFINICIÓN: MÓDULO DE YOUNG 
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FIGURA 12.24 (a) Barra sólida 
sometida a fuerzas deftormadoras F que 
actúan en sus extremos. (b) Pequeña sección 
de la barra de longitud L. Los elementos de la 
barra a la izquierda y a la derecha de esta 
sección ejercen fuerzas sobre ella. Si la sección 
no está muy próxima a un extremo de la barra, 
estas fuerzas se distribuyen por igual sobre el 
área transversal. La fuerza por unidad de área 
es la tensión. 
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FIGURA 12.25 Tensión en función de la 
deformación. Hasta el punto A, la deformación 
es proporcional a la tensión. El punto B, límite 
elástico, es el punto a partir del cual la barra 
no recuperará su longitud original cuando se 
suprima la tensión. En el punto C, la barra se 
rompe. 
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Tabla 12,1 Módulo de Young Y y resistencia de diversos materiales' 


Resistencia a Resistencia a 
la tracción la compresión 
Material Y, GN/m* MN/m? MN/m? 

Acero 200 520 520 
Aluminio 70 90 
Cobre 110 230 
Hierro (forjado) 190 390 
Hormigón 23 2 17 
Hueso 

Por tracción 16 200 

Por compresión 9 270 
Latón 90 370 
Plomo 16 12 





Y Estos valores son representativos. El valor real para una muestra concreta puede ser diferente, 
+1 GN = 10* MN = 1 x 107 N, 


Las dimensiones del módulo de Young son fuerza dividido por área. En la tabla 12.1 
se relacionan valores aproximados del módulo de Young para diversos materiales. 


PROBLEMA PRÁCTICO 12.3 
El músculo bíceps del brazo derecho de cierta persona tiene un área máxima de su sección 


de 12 cm? = 1,2 Xx 107? m, ¿Cuál es la tensión en el músculo si ejerce una fuerza de 300 N? 





Si se somete una barra a la acción de fuerzas que tienden a comprimirla en lugar 
de alargarla, la tensión recibe el nombre de tensión de compresión. En muchos mate- 
riales, el módulo de Young para la tensión de compresión es el mismo que para la ten- 
sión de tracción. Obsérvese que para una tensión de compresión, el valor de ÁL de la 
ecuación 12.7 se refiere a la disminución de la longitud de la barra. Si la tensión de trac- 
ción o de compresión es demasiado grande, la barra se rompe. La tensión a la que se 
produce la rotura se denomina resistencia a la tracción o, en el caso de compresión, 
resistencia a la compresión. En la tabla 12,1, también se encuentran relacionados va- 
lores aproximados de las resistencias a la tracción y a la compresión para diversos ma- 
teriales. Obsérvese que el módulo de Young de los huesos es muy distinto según se 
trate de deformaciones por tracción o por compresión, al contrario que en otras mu- 
chas sustancias. Este hecho tiene importancia biológica, ya que el principal objetivo de 
los huesos es resistir a las cargas por compresión ejercidas por músculos contráctiles. 





ELY La seguridad en un ascensor 


En un trabajo de verano para una compañía de ingeniería, usted recibe el encargo de com- 
probar la seguridad de un ascensor en un nuevo edificio de oficinas. El ascensor puede lle- 
var una carga máxima de 1000 kg (incluyendo su propia masa), y está suspendido de un 
cable de acero de 3,0 cm de diámetro y 300 m de longitud cuando está del todo desenrollado. 
El cable, dentro de las normas de seguridad, puede estirarse como máximo 3 cm. Su trabajo 
consiste en determinar si el ascensor, tal como se ha diseñado, es seguro o no, teniendo en 
cuenta que la aceleración máxima del sistema es de 1,5 m/s*. 


PLANTEAMIENTO Sea L la longitud sin deformar del cable, F la fuerza que actúa sobre él 
y Á su área transversal. El alargamiento del cable AL está relacionado con el módulo de 
Young por la expresión Y = (F/A)/(AL /L). Según la tabla 12.1, el valor numérico del módulo 
de Young del acero es Y = 2,0 X 10% N /m?. 


Apéndice de matemáticas 
para más información sobre 


Proporciones directas 
o inversas 





Para determinar la resistencia a la tracción, la 
barra se tensa hasta que se rompe. (Vince 
Streano/ CORBIS.) 


Póngalo en su contexto 





Tensión y deformación 


SOLUCIÓN F/A 
1. El alargamiento del cable, ÁL, se deduce del módulo de Y = ALJE por lo tanto, 
Young: | 


2. Para determinar la fuerza que actúa sobre el cable, se aplica 
la segunda ley de Newton al ascensor. Hay dos fuerzas que 
actúan sobre el ascensor, la fuerza F del cable y el peso: 


F — m3 = ma, 


es dect. E... =Mlg +0 


Ea Pt 
3. Sustituir el resultado del paso 1 y obtener la deformación AL = ——= = — = 
máxima del cable: 


= 2,40 cm 


4. Informar sobre los resultados obtenidos al jefe: 
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FE 


AL == 


AY 


) = (1000 kg)(9,81 N/kg + 1,5 N/kg) 
= 1,13 x 10 N 

(1,13 < 10* N)(300 m) 

AY arY (0,015 m)1(2,0 x 10% N/m?) 


De acuerdo con mis cálculos, el cable se alargará como mucho 2,4 cm, 
sólo un 20% por debajo del límite de 3,0 cm. Sin embargo, en el pie 


de la tabla 12.1 se indica que los valores del módulo de Young son 
valores meramente representativos y que los valores reales dependen 


COMPROBACIÓN El resultado para AL, ¿tiene las dimensiones correctas? El módulo de 


Young tiene dimensiones de fuerza por unidad de área de forma que AY tiene dimensiones 
de fuerza. Por tanto, las dimensiones de F,.. del numerador se anulan con las de AY y las 
dimensiones de AL son las de L. 


PROBLEMA PRÁCTICO 12.4 Un alambre de 1,5 m de largo tiene una sección recta de área 
2,4 mm”, Cuelga verticalmente y se estira 0,32 mm cuando se le ata en su extremo inferior un 
bloque de 10 kg. Hallar (2) la tensión, (b) la deformación y (c) el módulo de Young para este 
alambre. 


En la figura 12.26 se aplica una fuerza F. tangencialmente en la parte superior 
de un taco de gelatina. Estas fuerzas reciben el nombre de fuerzas de cizalladura. 
El cociente entre la fuerza de cizalladura F. y el área recibe el nombre de tensión 
de cizalladura: 


Tensión de cizalladura = — 12.10 


Á 
Una tensión de cizalladura tiende a deformar un libro del modo que se indica en 
la figura 12.26. El cociente AX/L recibe el nombre de deformación de cizalladura: 
AX | 
Deformación de cizalladura = _— ta 0 12.11 
donde 0 es el ángulo de cizalladura indicado en la figura. El cociente entre la ten- 
sión de cizalladura y la deformación de cizalladura recibe el nombre de módulo de 
cizalladura M: 


tensión de cizalladura E ños EA 


“ deformación de cizalladura  AX/L  tg0 
DEFINICIÓN: MÓDULO DE CIZALLADURA 


EAJA 


El módulo de cizalladura se conoce también como módulo de torsión. El hecho 
de que este módulo sea, aproximadamente, constante cuando las tensiones son pe- 
queñas implica que la deformación de cizalladura varía linealmente con la tensión 
correspondiente (ley de Hooke para las tensiones de torsión). En una balanza de 
torsión, como la utilizada en el aparato de Cavendish para la medición de la cons- 
tante universal de la gravitación G, el momento aplicado (que está relacionado con 
la tensión) es proporcional al ángulo de torsión (que es igual a la deformación en 
el caso de ángulos pequeños). En la tabla 12.2, se relacionan los valores aproxima- 
dos del módulo de cizalladura para varios materiales. 





de cada muestra en concreto. Por ello, recomiendo consultar con un 
ingeniero para obtener una evaluación profesional. 








FIGURA 12,26 La aplicación de la 
fuerza horizontal F . sobre la gelatina produce 
una tensión de cizalladura definida como la 
fuerza ejercida por unidad de área. El cociente 
AX/L = tg 0 es la deformación de cizalladura. 


Tabla 12.2 Valores aproximados del 
módulo de cizalladura M. 





de varios materiales 


Material M., GN/m? 
Acero 84 
Aluminio 30 
Cobre 42 
Hierro 70 
Latón 36 
Plomo 5,6 
Tungsteno . 150 
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Temas de actualidad en Fisica 


Nanotubos de carbono: pequeños y fuertes 


La forma más común del carbono puro es el grafito. La estructura de red de los átomos 
de carbono del grafito tiene forma hexagonal. La estructura de red del carbono también 
puede formar tubos huecos con un diámetro de unos pocos nanómetros y pocos micró- 
metros de longitud. Debido a su pequeño tamaño, se les conoce como nanotubos. Las pa- 
redes de los nanotubos pueden estar formadas por una o varias capas de átomos. 

Los nanotubos pueden tener diferentes propiedades, dependiendo de la orientación de 
la estructura de red y del diámetro del tubo. Se han llegado a identificar más de 300 tipos 
distintos de nanotubos. Cada método de producción! origina entre 10 y 50 tipos distintos en 
una sola vez.* La mayor parte de los nanotubos se venden en lotes que contienen entre un 
65% y un 95% de nanotubos; por ello, aislar un grupo grande de nanotubos sin impurezas 
es un proceso complejo.** El coste de los nanotubos es por gramo y los tipos de nanotubos Los nanotubos de carbono se producen en 
de mayor pureza tienen un precio más elevado. (Las impurezas son formas diferentes de — grandes cantidades. (Gentileza de Prof. Zhong 
carbono.) Los nanotubos son muy distintos? a las fibras de carbono que se utilizan frecuen- Lin Wang, Georgia Tech.) 
temente en compuestos. Las fibras de carbono son un tipo muy especializado de grafito ma- 
nufacturado, pero no son tubos huecos. 

Debido al pequeño tamaño de los nanotubos se tuvieron que diseñar nuevos métodos para medir sus propiedades mecánicas como 
la resistencia a la tracción o el módulo de Young.*” El valor del módulo de Young de los nanotubos con pared de una sola capa? va de 
0,32 a 1,47 TN /nY, siendo el valor medio” de 1,25 TN /m?. Estos valores del módulo de Young son más de cinco veces superiores al del 
acero cuando comparamos muestras del mismo volumen, llegando a ser la diferencia mucho mayor si comparamos muestras del mismo 
peso. Los nanotubos con paredes de múltiples capas tienen una mayor dispersión en el módulo de Young” (éste oscila entre los 270 
GN /mY y los 950 GN /m?), y su resistencia a la tracción va de 11 GN/m? a 63 GN /m?. Los nanotubos de carbono tienen mayor resis- 
tencia a la tracción y un módulo de Young mucho mayor que las fibras!! Kevlar!“ al comparar muestras del mismo peso. 

Los nanotubos de carbono no sólo sufren deformaciones muy pequeñas sino que además pueden ejercer grandes tensiones. 
Cuando los nanotubos son tratados térmicamente pueden llegar a producir presiones de 40,53 GN 'm” sobre los cristales metálicos 
que tienen a su alrededor.!* ¡Eso significa una décima parte de la presión en el núcleo de la Tierra! Cuando los tubos se contraen es- 
trujan los cristales metálicos convirtiéndolos es finos hilos metálicos. 

Aunque los nanotubos son intrínsecamente muy fuertes, los hilos,'* fibras!* y las cintas!” fabricadas a partir de ellos no lo son 
tanto, aunque sus módulos de Young y la resistencia a la tracción siguen siendo muy grandes. La gran resistencia de los nanotubos 
procede de la estructura de red regular de los átomos de carbono. Si la red tiene defectos, entonces el nanotubo se hace más débil.'* 
(Esto explica la gran dispersión de los resultados en las medidas de resistencia de los nanotubos de carbono.) Para aplicaciones de 
nivel medio se necesitan billones de nanotubos lo que implica que estadísticamente no es posible que la resistencia por unidad de 
masa o volumen sea la misma que la que tienen los nanotubos individualmente.!” Sin embargo, se puede aumentar la resistencia de 
otros materiales añadiendo una pequeña cantidad de nanotubos. Por ejemplo, si se añade un 5% de nanotubos a un material, el com- 
puesto puede aumentar su resistencia a la tracción y la dureza en más del doble, si comparamos las muestras con el mismo peso.'* 
Los nanotubos, al ser tan fuertes y a la vez ligeros, tienen un gran futuro. 
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Resumen e 


TEMA 


OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 





1. Equilibrio de un cuerpo rígido 


Condiciones 


Estabilidad del equilibrio 


2. Centro de gravedad 


3. Parde fuerzas 


4. Sistema de referencia acelerado 


5. Tensión y deformación 


Módulo de Young 


Médulo de cizalladura 


1. La fuerza externa resultante que actúa sobre el cuerpo debe ser cero: 


2F =0 12.1 
2. El momento externo resultante alrededor de cualquier punto debe ser nulo: 
237 =0 12.2 


(La suma de los momentos alrededor de cualquier eje es cero.) 


El equilibrio de un cuerpo puede clasificarse como estable, inestable o indiferente. Un objeto 
en reposo sobre una superficie estará en equilibrio si la vertical que pasa por su centro de 
gravedad cae dentro de su base de soporte. La estabilidad puede mejorarse bajando el cen- 
tro de gravedad o incrementando el tamaño de la base. 


La fuerza de gravedad ejercida sobre diversas partes de un objeto puede reemplazarse por 
una sola fuerza, el peso total del objeto, E. que actúe en el centro de gravedad. 


neto cz E 


== EME E 12.3 
Í 


Cuando la aceleración es la misma en todos los puntos de un cuerpo, el centro de gravedad 
coincide con el centro de masas. 


Dos fuerzas iguales y opuestas (antiparalelas) constituyen un par. El momento del par es el 
mismo para cualquier punto del espacio. 
$ (EA FE, de modo que T=FD 12.55, 12.6 


donde D es la distancia entre las líneas de acción de las fuerzas. 


Las condiciones para que haya equilibrio estático en un sistema de referencia acelerado son: 


1. 3F = ma_,, donde a. es la aceleración del centro de masas, que coincide con la acelera- 
ción del sistema de referencia. 


2. 237. =0 


cm 


La suma de los momentos respecto del centro de masas debe ser cero. 








$ tensión  F ¿A 
ss A 12.9 
deformación AL L 
tensión de cizalladura EPA ELA 
M. = o — ——e _ € €£Q_2CZ€é€[>. II IIA AU 12.12 


deformación de cizalladura  AX/L  tg0 





Respuestas a las comprobaciones 


conceptuales 


12.1 Un eje horizontal que pasa por el borde más bajo del 
bloque en el lado opuesto sobre el que se empuja 
(figura 12.17). Los momentos respecto a este eje debido 
a las fuerzas de rozamiento son individualmente cero. 


Respuestas a los problemas prácticos 


12.1 Las fuerzas F,, E, y FE actúan sobre el objeto. El objeto 
está en equi librio; por tanto, los momentos de esas 
fuerzas respecto a cualquier punto deben sumar cero. 
sea P el punto de intersección de las líneas de acción 
de las fuerzas E y E. Entonces, los momentos respecto 
a P debido a ES E, deben ser cero y, en consecuencia, 
también lo será el momento de F. De ahí se sigue que 
la línea de acción de F, debe pasar por P. 





12.2 El ángulo entre Y, — E, y F es Blfigura 12,15); por 
tanto, [7| = [(*, — F,) x Pje = [F, — F,|F sen f. Y como 
D = |F, — F,| sen f, entonces |7| = FD. 
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En algunos problemas se dan más datos de los realmente 
necesarios; en otros pocos, deben aportarse algunos datos a 
partir de conocimientos generales, fuentes externas o 
estimaciones lógicas. 


En los datos numéricos sin coma decimal se deben 
considerar significativos todos los dígitos, incluidos los 
ceros a la derecha del último diferente de cero. 

Usar en todos los problemas g = 9,81 m/s? para la 
aceleración de la gravedad y despreciar, a menos que se 
indique lo contrario, el rozamiento y la resistencia del aire. 


Equilibrio estático y elasticidad 


12.3 Tensión = F/A = 2,5 X 10? N/m*. La tensión máxima 
que puede ejercerse es, aproximadamente, la misma 
para todos los músculos humanos. Las mayores fuer- 
zas las ejercen los músculos con mayor área de sección 
transversal. 


12,4 (a) 4,1 x 107 N/m, (b) 2,1 < 107%, (c) 190 GN/m? 


Problemas 





+ — Concepto simple, un solo paso, relativamente fácil 
ee Nivel intermedio, puede exigir síntesis de conceptos 
e...  Desafiante, para alumnos avanzados 
3sw La solución se encuentra en el Manual de soluciones 


Los problemas consecutivos que están sombreados son 
problemas relacionados. 





PROBLEMAS CONCEPTUALES 





1 e Verdadero o falso: "sw" 


(a) y F, = 0 es suficiente para que exista el equilibrio estático. 
i 


(b) y E. = U es necesario para que exista el equilibrio estático, 


É 
(c) En equilibrio estático, el momento resultante respecto a cualquier 
punto es nulo. 
(4) Un objeto en equilibrio no puede moverse. 


2 * Verdadero o falso: 


(a) El centro de gravedad se encuentra siempre en el centro geométrico 
de un cuerpo. 

(b) El centro de gravedad debe estar localizado dentro del cuerpo. 

(c) El centro de gravedad de un bastón está localizado entre los dos ex- 
tremos. 

(4) El momento producido por la fuerza de la gravedad respecto al cen- 
tro de gravedad es siempre cero. 


3 e La barra horizontal de la figura 12.27 permanecerá horizon- 
tal si (a) L, =L, y R,=R,, (b) M,R, = M,R,, (c) M,R, = MR, 
(4) L,M, = L,M,, (e) R,L, = RaL,. 





FIGURA 12.27 Problema 3 


3 * Una persona está sentada en una silla con la espalda erecta. Si 
intenta levantarse sin inclinarse hacia delante, no puede hacerlo. ¿Por qué? 


5 + APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Su trabajo consiste en cavar 
agujeros para clavar postes que van a aguantar carteles que anuncian el 
restaurante Mosca's. Explicar por qué cuanto más alto sea el poste, más 
hondo debería ser el agujero. 


6 * Un padre de masa M y su hijo de masa 1 caminan sobre un 
balancín hacia sus extremos opuestos. Conforme caminan, el balancín 
se mantiene en perfecta posición horizontal. ¿Qué podemos decir de 
la relación entre las velocidades del padre y del hijo? 


7 * Los termos de viaje que la gente suele colocar sobre el salpi- 
cadero del coche están hechos con una base ancha y un extremo supe- 
rior más estrecho. ¿Por qué esos termos se diseñan con esa forma en 
lugar de hacerlos cilíndricos, como la mayoría de los termos? 


8 «+ APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Los navegantes de la foto 
utilizan una técnica, llamada hiking-out. ¿Con qué propósito la utilizan? 
Si el viento fuese más fuerte, ¿qué necesitarían para mantener el velero 
estable? 





Los navegantes haciendo hiking-out. (Peter Andrews/Reuters/Corbis.) 


9 e* Un hilo de aluminio y otro de acero de la misma longitud L 
y diámetro D están unidos, extremo con extremo, para formar un hilo 
de longitud 2L. El hilo se cuelga del techo por uno de sus extremos 
mientras que del otro extremo se cuelga un objeto de masa M. 
Despreciando las masas de los hilos, ¿cuál de las siguientes afirmacio- 
nes es cierta? (1) La parte de aluminio se alargará la misma cantidad que 
la de acero. (b) Las tensiones en el hilo de acero y en el de aluminio son 
iguales. (c) La tensión en el hilo de aluminio será mayor que en el hilo 
de acero, (4) Ninguna de las anteriores. '55pp 


ESTIMACIONES Y APROXIMACIONES 





10 e+* Un gran cajón que pesa 4500 N descansa sobre cuatro blo- 
ques de 12 cm de altura sobre una superficie horizontal (figura 12.28). 
El cajón tiene 2 m de longitud, 1,2 m de altura y 1,2 m de ancho. Una 
persona debe levantar un extremo del cajón mediante una larga barra 
de acero. El punto de apoyo de la barra está a 10 cm del extremo que 
sube el cajón. Estimar la longitud de la barra de acero necesaria para 
que una persona pueda levantar el extremo del cajón. 


-——20 m—— 





FIGURA 12.28 Problema 10 


1 e». APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Consideremos un modelo 
atómico para el módulo de Young que consiste en muchos átomos colo- 
cados en una distribución cúbica y separados una distancia 2. 
Imaginemos que cada átomo está conectado con sus 6 átomos vecinos 
por pequeños muelles de constante elástica k. (a) Demostrar que este 
material, si está sometido a tensión, tiene un módulo de Young igual a 
kfa. (b) A partir de la tabla 12.1, y suponiendo que 1 = 1 nm, estimar el 
valor típico para la “constante del muelle atómico” ken un metal. "s5pp 


12 e * Calcular la fuerza que debe hacer el deltoides (músculo de la 
parte superior del hombro) para mantener su brazo extendido en posi- 
ción horizontal. Para ello, determinar los momentos respecto a la arti- 
culación del hombro. Luego, estimar la fuerza que debe hacer para 
sostener sobre la mano una masa de 10 lb. 


CONDICIONES DE EQUILIBRIO 





13 e Una muleta presiona contra la acera con una fuerza F. a 
lo largo de su propia dirección, como indica la figura 12,29, Esta 
fuerza está equilibrada por una fuerza normal F y una fuerza de ro- 
zamiento f., como se indica en la figura. (a) Demostrar que cuando 
la fuerza de rozamiento alcanza su valor máximo, el coeficiente de 
rozamiento depende del ángulo $ según la relación yu, = tg 0. 
(b) Explicar cómo se aplica este resultado a las 
fuerzas que actúan sobre el pie cuando no se 
utiliza la muleta. (c) ¿Por qué conviene dar 
pasos cortos al andar sobre superficies desli- 
zantes? 


FIGURA 12.29 
Problema 13 
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14 e* Una barra uniforme de masa M se suspende horizontal- 
mente mediante dos varillas verticales. Una de las varillas está en el 
extremo izquierdo de la barra y la otra está a 2/3 del extremo iz- 
quierdo de la barra. (4) Determinar la tensión en cada varilla. (b) Se 
cuelga ahora un objeto mediante una cuerda de masa despreciable del 
extremo derecho de la barra. Entonces, se observa que la barra se man- 
tiene horizontal pero que la tensión de la cuerda de la derecha desa- 
parece. Determinar la masa del objeto. 


CENTRO DE GRAVEDAD 





15 * Un automóvil carga el 58 por ciento de su peso sobre las rue- 
das delanteras. La distancia entre las ruedas delanteras y traseras es de 
2 m. Determinar el centro de gravedad del automóvil. 


EQUILIBRIO ESTÁTICO 





16 e La figura 12.30 muestra una palanca de masa despreciable a 
la que se aplica una fuerza dai para levantar una carga que ejerce una 
fuerza F. La ventaja mecánica de la palanca se define como M = F/ das Ls 
donde ¿2 e ¿0551 fuerza mínima necesaria para subir la carga F. 
Demostrar que M = x¿X, donde x es el brazo de palanca del momento 
(la distancia al pivote) para la fuerza aplicada y X el brazo de palanca 


del momento para la carga. 





FIGURA 12.30 Problema 16 


17 + APLICACIÓN A LA INGENIERÍA La figura 12.31 muestra un 
balandro de 25 pies. El mástil es un palo uniforme de 120 kg apoyado 
sobre la cubierta y amarrado a proa y popa por cables del modo indi- 
cado. La tensión del cable de popa (dirigido a proa) es 1000 N. 
Determinar la tensión en el cable de proa y la fuerza que la cubierta 
ejerce sobre el mástil. (Suponer despreciables todas las fuerzas de roza- 
miento.) "B8pp 





Y EN nd A A A A | 


FIGURA 12.31 Problema 17 
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18 e*e Una viga uniforme de 10 m y masa 300 kg se extiende sobre 
una repisa horizontal, como indica la figura 12.32. La viga no está sujeta, 
sino que simplemente descansa sobre la superficie. Un estudiante de 60 
kg ha colocado la viga de tal modo que puede andar sobre ella hasta el 
extremo. ¿Qué distancia máxima x es admisible entre el borde de la re- 
pisa y el extremo de la viga? 





FIGURA 12.32 Problema 18 


19 e. APLICACIÓN BIOLÓGICA Una tabla horizontal desti- 
nada a determinar centros de gravedad está apoyada sobre un ful- 
cro en un extremo y en una balanza en el otro. Un estudiante yace 
horizontalmente sobre la tabla con la cabeza sobre el fulcro, como 
indica la figura 12.33. La balanza está a dos metros del fulero. El es- 
tudiante tiene una masa de 70 kg y cuando está sobre la tabla, la 
balanza marca 250 N (la masa de la tabla es despreciable). ¿Dónde 
está localizado el centro de gravedad del estudiante respecto a sus 
pies? app 





FIGURA 12.33 Problema 19 


20 — +. Untablero de 3 m de longitud y 5 kg de masa está sujeto 
al suelo por uno de sus extremos con una bisagra. Se aplica una 
fuerza vertical EF por el otro extremo con el fin de levantar el tablero, 
y la caja que descansa sobre él, un ángulo de 30”. La caja de 60 kg se 
encuentra en reposo sobre el tablero a 80 cm de la bisagra, como se 
indica en la figura 12,34, (a) Calcular el módulo de la fuerza F, 
(b) Calcular la fuerza ejercida por la bisagra. (c) Calcular la fuerza F 
y la fuerza ejercida por la bisagra si la fuerza F se ejerce perpendi- 
cularmente al tablero. 


F 





FIGURA 12.34 Problema 20 


peso de la barra es de 20 N. 


Equilibrio estático y elasticidad 


21 ese Un cilindro de masa M se apoya en un sistema sin roza- 
miento formado por un plano inclinado 30? con la horizontal a la iz- 
quierda y otro inclinado 60* a la derecha, como muestra la figura 12.35. 
Determinar la fuerza ejercida por cada plano sobre el cilindro. 





FIGURA 12.35 Problema 21 


22 e* Una puerta uniforme de 18 kg, 2,0 m de alto y 0,5 m de ancho 
cuelga de dos bisagras situadas una a 20 cm de la parte superior y otra 
a 20 cm de la parte inferior. Si cada bisagra soporta la mitad del peso de 
la puerta, determinar el sentido y el módulo de las componentes hori- 
zontales de las fuerzas ejercidas por las dos bisagras sobre la puerta. 


23 ee Calcular la fuerza 
ejercida por la articulación A 
sobre el puntal que se muestra en 
la figura 12.36 si se supone (1) que 
la barra no tiene peso y (b) que el 


24 ee Han contratado a 
Julia para ayudar en los trabajos 
de pintura de unos adornos de 
un edificio. Para ello se ha de uti- 
lizar un aparato cuya seguridad 
Julia pone en duda. Se suspende 
horizontalmente una tabla de 
5,0 m desde lo alto del edificio 
mediante dos cuerdas atadas a 
sus extremos. Julia sabe, por su experiencia previa, que las cuerdas que 
están usando se rompen cuando la tensión supera 1 kN. Su capataz de 
80 kg intenta disipar la preocupación de la muchacha y empieza a pin- 
tar colocándose a 1 m del extremo de la tabla. Si la masa de Julia es de 
60 kg y la de la tabla es de 20 kg, ¿qué posiciones puede ocupar Julia para 
que las cuerdas no se rompan estando sobre la tabla junto a su jete? 


60N 





FIGURA 12.36 Problema 23 


25 es Un cilindro de masa M y radio R rueda contra un escalón 
de altura h, como indica la figura 12.37. Cuando una fuerza F se 
aplica a la parte alta del cilindro, éste permanece en reposo. (4) ¿Cuál 
es la fuerza normal ejercida por el suelo sobre el cilindro? (b) ¿Y la 
fuerza horizontal ejercida por el borde del escalón sobre el cilindro? 
(c) ¿Cuál es la componente vertical de la fuerza ejercida por el borde 
del escalón sobre el cilindro? "eye 


F 





FIGURA 12.37 Problema 25 





26 ++ Determinar la fuerza horizontal mínima F del cilindro del 
problema 25 para que suba el escalón sin deslizarse sobre el borde. 


27 e. PÓNGALO EN SU CONTEXTO La figura 12.33 muestra una 
mano sosteniendo un florete, una arma usada en el deporte de la es- 
grima. El centro de masas del florete que se indica en la figura 12.38, 
está a 24 cm del extremo de la empuñadura. El florete tiene 0,700 kg de 
masa y 110 cm de longitud. (4) Aplicar una de las condiciones para la 
existencia de equilibrio estático para determinar la fuerza (total) ejer- 
cida por la mano sobre el florete. (b) Aplicar la otra condición de equi- 
librio estático para determinar el momento ejercido por la mano sobre 
el florete. (c) La mano ejerce una fuerza que se aplica a lo largo de 
todo el florete. Representar las fuerzas ejercidas por la mano como dos 
fuerzas en direcciones opuestas cuyas líneas de acción están separadas 
por la anchura de la mano del luchador (= 10 cm). ¿Cuáles son los mó- 
dulos y las direcciones de estas dos fuerzas? 





* Centro de masas 


12 cm 


Empuñadura 


FIGURA 12.38 Problema 27 


28 +* Una enorme puerta que pesa 200 N está soportada por bisa- 
gras en la parte superior e inferior y además está sujeta por un cable, 
como muestra la figura 12.39, (1) ¿Cuál debe ser la tensión en el cable 
para que la fuerza sobre la bisagra superior no tenga componente hori- 
zontal? (b) ¿Cuál es la fuerza horizontal sobre la bisagra inferior? 
(c) ¿Cuáles son las fuerzas verticales sobre las bisagras? 


FIGURA 12.39 
Problema 28 





29 e. PÓNGALO EN SU CONTEXTO Tal como se muestra en la fi- 
gura 12.40, una barca en un río caudaloso, que fluye rápidamente hacia 
la derecha, está amarrada al extremo de un muelle mediante una ca- 
dena de 5 m de longitud. Para dotar a la cadena de una cierta flexibili- 
dad frente a las variaciones del régimen de flujo del río, se ata un peso 
de 100 N al centro de la misma. Si la fuerza de resistencia sobre el bote 
es de 50 N, (a) ¿cuál es la tensión de la cadena? (b) ¿A qué distancia del 
muelle estará la barca? (c) Si la tensión máxima que soporta la cadena es 
de 500 N, ¿cuál es el valor mínimo de la fuerza que el río puede ejercer 
sobre la barca para que rompa la cadena? 


10 a ——————————————— 
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FIGURA 12.40 Problema 29 


30  ** Romeo sujeta una escalera uniforme de 10 m de longitud y 
la apoya sobre la pared (sin rozamiento) de la casa de los Capuleto. La 
masa de la escalera es de 22 kg y descansa sobre el suelo en un punto 
que dista 2,8 m de la pared. Cuando Romeo, cuya masa es de 70 kg, 
sube el 90% del tramo de escalera, ésta empieza a deslizarse. ¿Cuál es el 
coeficiente estático de rozamiento entre el suelo y la escalera? 


31 + +* Dos fuerzas de 80 N se aplican sobre las esquinas opues- 
tas de una placa rectangular, como se muestra en la figura 12,41. 
(a) Hallar el momento producido por este par de fuerzas utilizando 
la ecuación 12.6. (b) Demostrar que el resultado es el mismo que si 
se calcula el momento respecto a la esquina inferior izquierda. "S8NP 





FIGURA 12.41 Problema 31 


32  ** Un cubo uniforme de lado a y masa M descansa sobre 
una superficie horizontal. Una fuerza F se aplica en la parte supe- 
rior del cubo, como muestra la figura 12.42, Esta fuerza no es sufi- 
ciente para mover o levantar el cubo. (a) Demostrar que la fuerza de 
rozamiento estático ejercida por la superficie y la fuerza aplicada 
constituyen un par, y determinar el momento ejercido por este par. 
(b) Otro par, constituido por la fuerza normal ejercida por la super- 
ficie y el peso del cubo, equilibran el par anterior. Utilizar este hecho 
para determinar el punto efectivo de aplicación de la fuerza normal 
cuando F = Mg/3. (c) ¿Cuál es el valor máximo de F (en módulo), 
para el cual no se levanta el cubo? 





FIGURA 12.42 Problema 32 
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33 * * Una escalera de masa despreciable y longitud L se apoya 
contra una pared pulida formando un ángulo € con el suelo hori- 
zontal. El coeficiente de rozamiento entre la escalera y el suelo es lt. 
Un hombre de masa M sube por la escalera. ¿Qué altura h puede as- 
cender antes de que la escalera se deslice? "ssp 


34 * + Una escalera uniforme de longitud L y masa 1 se apoya 
contra una pared vertical sin rozamiento y su extremo inferior sobre 
el suelo. Forma un ángulo de 60? con el suelo horizontal. El coefi- 
ciente de rozamiento estático entre la escalera y el suelo es 0,45. Una 
persona, cuya masa es cuatro veces mayor que la de la escalera, sube 
por ella, ¿A qué altura llegará antes de que comience a deslizarse? 


35 ** Una escalera de masa m y longitud L se apoya contra una 
pared vertical sin rozamiento formando un ángulo € con la horizontal. 
El centro de masas se encuentra a una altura h del suelo, Una fuerza F 
tira horizontalmente de la escalera hacia fuera en su punto medio. 
Determinar el coeficiente mínimo de rozamiento estático 4, para el cual 
el extremo superior de la escalera se separará de la pared, antes de que 
el extremo inferior se deslice. 


36 ** Un hombre que pesa 900 N está sentado en la parte supe- 
rior de una escalera de peso despreciable que descansa sobre un suelo 
sin rozamiento (figura 12,43). Hay un travesaño a mitad de altura de 
la escalera. El ángulo que forma la escalera en la parte superior es f = 
30”. (a) ¿Cuál es la fuerza ejercida por el suelo sobre cada pata de la es- 
calera? (b) Hallar la tensión del travesaño. (c) Si colocamos el trave- 
saño en un punto más bajo de la escalera (manteniendo ésta el mismo 
ángulo 6), ¿sería su tensión mayor o menor? 





FIGURA 12.43 Problema 36 


37 — ** Una escalera uniforme se apoya contra una pared vertical 
sin rozamiento. El coeficiente de rozamiento estático entre la escalera y 
el suelo es 0,3. ¿Cuál es el menor ángulo para el cual la escalera perma- 
nece fija sin deslizarse? 


38  *** Un tronco uniforme de masa 100 kg, longitud 4 m y radio 
12 cm se mantiene en posición inclinada, como indica la figura 12,44, El 
coeficiente de rozamiento estático entre el tronco y la superficie hori- 
zontal es 0,6. El tronco está a punto de deslizarse hacia la derecha. 
Determinar la tensión en el alambre de soporte y el ángulo que el alam- 
bre forma con la pared vertical. 


Equilibrio estático y elasticidad 





FIGURA 12.44 Problema 38 


39 *** Un bloque rectangular grande y uniforme se sitúa sobre un 
plano inclinado, como indica la figura 12.45. Una cuerda sujeta la parte 
superior del bloque para evitar que caiga por el plano, ¿Cuál es el án- 
gulo máximo 6 para el cual el bloque no se desliza por el plano incli- 
nado? Seab'a =4 y pu, = 0,8. emp 


FIGURA 12.45 
Problema 39 





TENSIÓN Y DEFORMACIÓN 

A A A a PS A IT 
40 * Se cuelga una bola de 50 kg de un alambre de acero de 5 m 
de longitud y 2 mm de radio. ¿Cuánto se alargará el alambre? 


41 * La resistencia a la tracción de un alambre de cobre es aproxi- 
madamente de 3 Xx 10% N/m?. (a) ¿Cuál es la carga máxima que puede 
colgarse de un alambre de cobre de 0,42 mm? (b) ¿Si se cuelga la mitad de 
esta carga máxima del alambre de cobre, en qué porcentaje se alargará su 
longitud? emp 


42 2 Un alambre de acero de 0,6 mm de diámetro y 1,2 m de lon- 
gitud soporta una masa de 4 kg. ¿Cuál será el alargamiento del alambre 
bajo esta carga? 


43 * Mientras los pies de un corredor tocan el suelo, una fuerza 
de cizalladura actúa sobre la suela de su zapato de 8 mm de espesor 
según se indica en la figura 12.46. Si la fuerza de 25 N se distribuye a lo 
largo de un área de 15 cm, calcular el ángulo 0 de cizalladura, sabiendo 
que el módulo de cizalladura de la suela es de 1,9 Xx 10 N/m?. "ep 





4 FIGURA 12.46 
Problema 43 





44 ** Un alambre de acero de longitud 1,5 m y diámetro 1 mm se 
suelda a un alambre de aluminio de dimensiones idénticas para for- 
mar un alambre de 3,0 m. ¿Cuál es el cambio en la longitud del alam- 
bre compuesto cuando soporta una masa de 5 kg? (Despreciar los 
efectos de las masas de los alambres cuando cambian de longitud.) 


45 ** Dos fuerzas iguales en módulo pero con direcciones 
opuestas se aplican en ambos extremos de un alambre largo de lon- 
gitud L y sección transversal A. Demostrar que si el alambre se con- 
sidera como un muelle, la constante de fuerza k viene dada por k = 
AY [L y la energía almacenada en el alambre es U = 3FAL, donde 
Y es el módulo de Young y AL el incremento de longitud del alam- 
bre. "SsNr 


46 ** La cuerda E de acero de un violín está sometida a una 
tensión de 53 N. El diámetro de la cuerda es 0,20 mm y su longitud 
tensada es 35,0 cm. Determinar (a) la longitud sin tensar de esta 
cuerda y (b) el trabajo necesario para tensar la cuerda. 


47 — ** APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, HOJA DE CÁLCULO Una 
cinta de caucho de sección 3 mm X 1,5 mm se dispone verticalmente y 
varias masas se cuelgan de ella. Un estudiante obtiene los siguientes 
datos de la longitud de la cinta en función de la carga 


Carga, kg 0,0 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 
Longitud, cm 5,0 5,6 6,2 6,9 78 8,8 


(a) Utilizar una hoja de cálculo o una calculadora gráfica para deter- 
minar el módulo de Young de la cinta de caucho para el rango de 
cargas que aquí se muestran. Ayuda: probablemente es mejor re- 
presentar F/A frente a AL/L. ¿Por qué? 


(b) Determinar la energía almacenada en la cinta cuando la carga es de 
0,15 kg. (Véase problema 45.) 


(c) Calcular la energía almacenada en la cinta cuando la carga es de 0,3 
kg. ¿Es el doble del valor calculado en el apartado anterior? 
Explique la respuesta. 


48 +* Un gran espejo cuelga de un clavo, como se muestra en la fi- 
gura 12.47. El alambre de acero que lo soporta tiene un diámetro de 
0,2 mm y una longitud sin deformar de 1,7 m. La distancia entre los 
puntos de soporte en la parte superior del marco del espejo es 1,5 m. 
La masa del espejo es 2,4 kg. ¿Cuál es la distancia entre el clavo y la 
parte superior del marco cuando el espejo está colgado? 





FIGURA 12.47 Problema 18 


Problemas 419 


49  ** Dosmasas, M, y M,, están sujetas a sendos cables que tienen 
igual longitud cuando no soportan ninguna carga. El alambre que so- 
porta a M, es de aluminio de 0,7 mm de diámetro y el que soporta a M, 
es de acero de 0,5 mm de diámetro. ¿Cuál es la relación M,/ M, si los 
dos cables se alargan por igual? 


50 ++ Una pelota de 0,5 kg se sujeta a un alambre de aluminio de 
diámetro 1,6 mm y longitud sin deformar 0,7 m., El otro extremo del 
alambre está fijo a un poste. La pelota gira alrededor del poste en un 
plano horizontal con una velocidad de rotación tal que el ángulo que 
forman el alambre y la horizontal es 5,0%. Determinar la tensión del 
alambre y el aumento de su longitud. 


51 ** Hay que construir un cable de un ascensor a partir de un 
nuevo material compuesto desarrollado por los Laboratorios Acme. 
En el laboratorio, una muestra del cable de 2 m de longitud y de 
0,2 mm' de área transversal se rompe cuando se la somete a una ten- 
sión de 1000 N. El cable del ascensor tendrá una longitud de 20 m y un 
área transversal de 1,2 mm? y deberá aguantar una carga de 20000 N. 
¿Aguantará? "S5pp 


52 ** Cuando se estira en una dirección un material cuya densi- 
dad se mantiene constante, el material se contrae en una o en las dos 
direcciones transversales. Sea un bloque rectangular de longitud x, 
anchura y y altura z que se estira de modo que se alarga hasta 
Y =x+Ax. Si Ar<<x e Ay/y = Az/z, demostrar que entonces 
Ay/y = —3Axfx. 


53 ++ Se tiene un alambre de sección circular de radio r y longitud 
L. Si el alambre está fabricado de un material cuya densidad permanece 
constante cuando se tensa, demostrar que Ar/r = —3AL/L, suponiendo 
que ÁL << L. (Véase el problema 52.) "seme 


54 *** Según la tabla 12.1, la resistencia a la tracción de la mayor 
parte de los materiales resulta ser dos o tres órdenes de magnitud in- 
ferior al módulo de Young. En consecuencia, estos materiales, por 
ejemplo, el aluminio, se romperán antes de que la deformación exceda 
un 1%. Entre los materiales hechos por el hombre, el nailon es uno de 
los que tiene mayor estabilidad (puede soportar deformaciones de 
hasta 0,2 antes de romperse). Pero la tela de araña supera a cualquiera 
de éstos. Ciertas formas pueden soportar deformaciones de hasta 10 
veces antes de romperse. (4) Si un hilo como éste tiene una sección 
transversal circular de radio +, y una longitud sin estirar L,, determi- 
nar el radio r cuando se alarga hasta L = 10L,. (b) Si el módulo de 
Young del hilo de araña es Y, calcular la tensión que se requiere para 
romper el hilo en función de Y y r,. 


PROBLEMAS GENERALES 
A A A 


55 + APLICACIÓN BIOLÓGICA Una bola de bolera pesa 16 lb. 
Se desea sostener la bola de forma que el codo forme un ángulo 
recto, Suponer que el bíceps se une al antebrazo a 2,5 cm de distan- 
cia respecto a la articulación del codo y que realiza una fuerza verti- 
cal hacia arriba formando un ángulo recto con el antebrazo. La bola 
se sostiene a 38 cm respecto a la articulación del codo. La masa del 
antebrazo es de 5 kg y el centro de gravedad se halla a 19 cm de la 
articulación del codo. ¿Cuánta fuerza debe realizar el bíceps para 
sostener la bola en esa posición? "sepp 


56  ** APLICACIÓN BIOLÓGICA, PÓNGALO EN SU CONTEXTO 
En un laboratorio de Biología se desea medir la localización del 
centro de gravedad en función del peso de una persona. Para ello, 
usted se ofrece voluntario y lo colocan sobre una tabla de 2 m de 
longitud y 5 kg de masa (figura 12.48). Su altura es de 188 cm y la 
balanza izquierda marca 445 N mientras que la derecha marca 
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400 N. ¿Dónde se halla su centro de gravedad respecto a sus pies? 
Suponer que las balanzas están colocadas de forma que distan lo 
mismo de los bordes de la tabla y están separadas una distancia de 
178 cm entre sí. Las balanzas se han calibrado a cero antes de su- 
birle a la tabla. 


Centro de gravedad 





445 N 
FIGURA 12.48 Problema 56 
57 ++ La figura 12,49 muestra un móvil formado por cuatro obje- 
tos que cuelgan de tres barras de masa despreciable. Determinar el 


valor de las masas de cada uno de los objetos cuando el móvil está en 
equilibrio. Sugerencia: hallar primero la masa de m.,. 


6/0 em 





20N 


FIGURA 12.439 Problema 57 


58  ** APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO Una viga de acero del modelo W12 Xx 22 tiene un peso de 22 lb 
por pie. Un negocio de la ciudad quiere que usted le coloque el letrero 
colgado del extremo de la viga que mide 4 m de longitud (figura 12.50). 
Usted lo sujeta mediante un cable de acero de 5 m de longitud que se 
sujeta a la viga por un extremo y 
al muro por el otro extremo. En 
un principio, usted no incrustó 
la viga en la pared sino que úni- 
camente se sostenía por el roza- 
miento con la misma. (1) ¿Cuál 
ha de ser el valor mínimo del 
coeficiente de rozamiento para 
que la viga se sostenga en esa 
posición? (b) ¿Cuál es la tensión 
del cable en ese caso? 


FIGURA 12.50 
Problema 58 
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59 *** Considerar una viga rígida de 2,5 m de longitud que se sos- 
tiene por una bisagra colocada en el extremo superior de un poste de 
1,25 m de altura (figura 12.51). Uno de sus extremos se conecta a un 
muelle de constante k = 1250 N/m que está sujeto al suelo por su otro 
extremo, Cuando la viga está en posición horizontal, el muelle está en 
posición vertical y en reposo. Si se cuelga un cuerpo del extremo 
opuesto de la viga, ésta gira 17,5” respecto al eje horizontal hasta man- 
tenerse en equilibrio, ¿cuál será la masa del cuerpo? "app 





FIGURA 12.51 Problema 59 


60 e* Una polea y un polispasto se utilizan para soportar un 
cuerpo de masa m como indica la figura 12.52. El cuerpo sube a velo- 
cidad constante. Cuando un trozo de cuerda de longitud L pasa por la 
rueda de la polea superior, la altura de la polea inferior aumenta h. 
(2) ¿Cuánto vale el cociente L/h? (b) Suponer que el bloque y el con- 
junto de poleas no tienen masa ni ejercen rozamiento. Demostrar que 
FL = Mgh aplicando el principio trabajo-energía al sistema, 








FIGURA 12.52 
Problema 60 


61 e* Una placa que tiene la forma de un triángulo equilátero de 
masa M se suspende de un vértice. Otra masa m se suspende de otro 
de los vértices del triángulo. ¿Cuál debe ser la relación m/M para que 
la base del triángulo forme un ángulo de 6,0* con la horizontal? 





62 — ** Un lápiz de sección hexagonal se sitúa sobre un bloc de 
notas (figura 12.53). Determinar el coeficiente mínimo de rozamiento 
estático u, para que el lápiz ruede hacia abajo sin deslizarse cuando el 
papel se inclina. 





FIGURA 12.53 Problema 62 


63 * * Una caja uniforme de 8 kg de masa y dos veces más alta que 
ancha, descansa sobre el suelo de un camión. ¿Cuál es el máximo coefi- 
ciente de rozamiento estático entre la caja y el suelo para que la caja se 
deslice hacia atrás en lugar de volcar cuando el camión acelera en una 
carretera horizontal? 


64 ++ Una balanza tiene brazos desiguales. Por ello, un bloque de 
1,5 kg situado en el platillo izquierdo equilibra otro bloque de 1,95 kg 
situado en el platillo derecho (figura 12.54). Si el bloque de 1,95 kg se 
quita del platillo derecho y el de 1,5 kg se coloca en el derecho, ¿cuál 
será la masa que hay que colocar en el platillo izquierdo que equilibre 
la balanza? 


o 





FIGURA 12.54 Problema 64 


65 ** Un cubo de masa M se apoya contra una pared sin roza- 
miento formando un ángulo 6 con el suelo, como indica la figura 12.55, 
Determinar el coeficiente mínimo de rozamiento estático A, entre el 
cubo y el suelo que permite que el cubo permanezca en reposo. "sep 





FIGURA 12.55 Problema 65 
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66 ** La figura 12.56 muestra una regla 
unida mediante una bisagra a una pared ver- 
tical y soportada mediante un alambre del- 
gado. El alambre y la regla forman ángulos 
de 45” con la vertical. La masa de la regla es 
5,0 kg. Cuando un bloque de M = 10,0 kg se 
suspende del punto medio de la regla, la ten- 
sión T del alambre soporte es de 52 N. Si el 
alambre se rompe cuando la tensión excede 
los 75 N, ¿cuál es la máxima distancia a lo 
largo de la regla que permite suspender el 
bloque de 10,0 kg sin que se rompa el alam- 


bra? 
bre: FIGURA 12.56 


Problema 66 





67 * * La figura 12.57 muestra una escalera de 20 kg apoyada con- 
tra una pared sin rozamiento y descansando sobre una superficie hori- 
zontal también sin rozamiento. Para evitar que la escalera se deslice, la 
parte inferior de la escalera se ata a la pared con un alambre delgado; la 
tensión del alambre es de 29,4 N. El alambre se romperá si la tensión su- 
pera los 200 N. (2) Si una persona de 80 kg asciende hasta la mitad de 
la escalera, ¿qué fuerza ejercerá ésta sobre la pared? (b) ¿Hasta qué al- 
tura puede ascender una persona de 80 kg con esta escalera? "pepa 


FIGURA 12.57 
Problema 67 





68  ** Unobjeto de 360 kg pende de un cable sujeto a una barra 
de acero de 15 m de longitud que pivota en una pared vertical y se 
soporta mediante un cable, como indica la figura 12,58. La masa de 
la barra es de 85 kg. Con el cable sujeto a la barra a 5,0 m del extremo 
inferior, como se indica, determinar la tensión del cable y la fuerza 
ejercida por la pared sobre la barra de acero. 


FIGURA 12.58 
Problema 68 





69 * * Repetir el problema 63 para el caso en que el camión acelera 
subiendo una pendiente que forma un ángulo de 9,0* con la horizontal. 
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70 e+* Una barra delgada de 60 cm de longitud se equilibra sobre 
un pivote situado a 20 cm de un extremo cuando un objeto cuya masa 
de (21m + 2 gramos) está en el extremo más próximo al pivote y otro 
objeto de masa m en el extremo opuesto (figura 12.594). También se 
consigue el equilibrio si el objeto (2m + 2 gramos) se reemplaza por el 
objeto m y en el otro extremo no se sitúa objeto alguno (figura 12.59b). 
Determinar la masa de la barra. 


60 a ———— 


dl lit 
(2m +2,0 g) a | G mi 


(a) 


(6) 


FIGURA 12.59 Problema 70 


7 e.e HOJA DE CÁLCULO Se tiene un gran número de ladrillos uni- 
formes e idénticos, cada uno de longitud L. Si los apilamos uno encima 
de otro a lo largo, tal como se muestra en la figura 12.60, la longitud má- 
xima que el ladrillo superior puede sobresalir sobre el que hay debajo es 
L/2. (a) Demostrar que si colocamos este conjunto de dos ladrillos de 
forma que sobresalgan encima de un tercer ladrillo, la máxima longitud 
que puede sobresalir el segundo ladrillo sobre el tercero es Lf4. (b) 
Demostrar que, en general, si tenemos una pila de N ladrillos, la distan- 
cia máxima que puede sobresalir el ladrillo (11 — 1) (contado desde arriba) 
sobre el ladrillo 1 es Lfn, siendo n = N. (c) Escribir un programa me- 
diante una hoja de cálculo que calcule cuánto pueden sobresalir todos los 
ladrillos (la suma de cuánto sobresale cada uno) si se apilan N ladrillos, y 
calcular esta cifra para L = 1m y N = 5, 10 y 100. (4) ¿Se aproxima esta 
suma a algún límite cuando N => 0? ¿Cuánto vale este límite? se 


i————áÁá |, ————— 





| a | 
Distancia que puede sobresalir = L/2 


FIGURA 12.60 Problema 71 


72 e+* Una esfera uniforme de radio R y masa M se mantiene en re- 
poso sobre un plano inclinado de ángulo € mediante una cuerda hori- 
zontal, como muestra la figura 12.61. Sea R = 20 cm, M = 3 kg y 9 = 30”. 
(a) Determinar la tensión en la cuerda. (b) ¿Cuál es la fuerza normal ejer- 
cida sobre la esfera por el plano inclinado? (c) ¿Cuál es la fuerza de ro- 
zamiento que actúa sobre la estera? 





FIGURA 12.61 Problema 72 
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73 "*e Las patas de un trípode forman ángulos iguales de 90” entre 
sí en el vértice, donde se unen. Un bloque de 100 kg cuelga del vértice. 
¿Cuáles son las fuerzas de compresión en las tres patas? 


74  *+e Lafigura12.62 muestra una viga uniforme de 20 cm de longi- 
tud descansando sobre un cilindro de 4 cm de radio. La masa de la viga 
es de 5,0 kg y la del cilindro de 8,0 kg. El coeficiente de rozamiento está- 
tico entre la viga y el cilindro es cero, mientras que los coeficientes de ro- 
zamiento estático entre el cilindro y el suelo y entre la viga y el suelo son 
mayores que cero. ¿Hay algún valor para estos coeficientes de roza- 
miento estático para los cuales el sistema esté en equilibrio estático? En 
caso afirmativo, ¿cuánto valen? En caso negativo, razonar la respuesta. 


FIGURA 12.62 
Problema 74 





75 "*.e Dosesferas sólidas pulidas (sin rozamiento) de radio r se si- 
túan dentro de un cilindro de radio R, como indica la figura 12.63. La 
masa de cada esfera es m. Determinar la fuerza ejercida por el fondo del 
cilindro sobre la esfera inferior, la fuerza ejercida por la pared del cilin- 
dro sobre cada una de las esferas y la fuerza ejercida por una esfera 
sobre la otra. Expresar todas las fuerzas en función de 11, K y Tr. "884 


FIGURA 12.63 
Problema 75 





76 "** Un cubo sólido de arista a equilibrado sobre un cilindro de 
diámetro dl se encuentra en equilibrio inestable si d << a y en equilibrio 
estable si d >> a (figura 12.64). El cubo no se desliza sobre el cilindro. 
Determinar el valor mínimo de d/a para que el cubo se encuentre en 
equilibrio estable. 


d >> 
d << a 
«| 
( y FIGURA 12.64 
d | Problema 76 











Fluidos 


13.1 Densidad 

132 Presión en un fluido 

133  Flotación y principio de Arquímedes 
134 Fluidos en movimiento 





l aire que llena nuestros pulmones, la sangre que fluye por nuestro cuerpo e 

incluso la lluvia que cae sobre nosotros son todos fluidos. Puede parecer raro 

que el aire sea un fluido, pero los fluidos incluyen tanto a los líquidos como 

a los gases. Los líquidos fluyen hasta ocupar las regiones más bajas del es- 

pacio en el que están contenidos, ya sea una botella de plástico, una esclusa 

de un canal, o tras una presa. A diferencia de los líquidos, los gases se ex- 
panden hasta llenar completamente sus contenedores. Comprender bien el com- 
portamiento de los fluidos es entender el funcionamiento de nuestro organismo y 
nuestras interacciones con el mundo que nos rodea. 

Los ingenieros civiles emplean el conocimiento de los fluidos para diseñar pre- 
sas, que son más anchas en el fondo que en la parte superior. Los ingenieros aero- 
náuticos utilizan túneles de viento para observar el flujo de aire alrededor de los 
coches y de los aviones; esta información les ayuda a evaluar los aspectos aerodi- 
námicos de cada vehículo en particular. Los profesionales sanitarios utilizan ma- 
nómetros para medir la presión sanguínea. 


Empezamos este capítulo estudiando los fluidos en reposo, considerando la 
densidad y la presión en los fluidos, así como la flotación y el principio de 
Arquímedes. A continuación, analizamos el flujo estacionario, dedicando 
especial atención al flujo laminar. 
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EN ESCOCIA, LAS BARCAZAS PUEDEN VIAJAR 
ENTRE EL CANAL FORTH-CLYDE Y EL CANAL Uni0n 
GRACIAS A LA RUEDA DE FALKIRK. CADA UNA DE 
LAS DOS GÓNDOLAS DE LA RUEDA LEVANTA 300 
TONELADAS DE AGUA Y PUEDE ACOMODAR HASTA 
CUATRO BOTES DE 20 METROS DE LARGO A LA 
VEZ. SIN EMBARGO, PARA HACER ROTAR ESTA 
ENORME RUEDA SÓLO ES NECESARIO UN 
MOMENTO PEQUEÑO Y UNA PEQUEÑA CANTIDAD 
DE ENERGÍA. (Powered by Light/Alan 
Spencer/Alamy.) 





¿Por qué no se requiere ni un 


momento elevado y ni una gran 
cantidad de energía para hacer 
rotar la rueda de Falkirk? 
(Véase el ejemplo 13.8.) 
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134 PENSA 





En un gas, la distancia media entre dos moléculas es grande comparada con el ta- 
maño de una molécula. Las moléculas interaccionan poco entre sí excepto durante 
sus breves colisiones. En un líquido o sólido, las moléculas están muy unidas y 
ejercen fuerzas entre sí que son comparables a las fuerzas que unen los átomos 
para formar moléculas. Las moléculas de un líquido forman transitoriamente en- 
laces de corto alcance que se rompen continuamente debido a la energía cinética 
interna de las moléculas y después vuelven a formarse. Estos enlaces mantienen 
unido el líquido; si no existieran, el líquido se vaporizaría inmediatamente y las 
moléculas escaparían en forma de vapor. La fuerza de los enlaces en un líquido de- 
pende del tipo de molécula. Por ejemplo, los enlaces entre las moléculas de helio 
son muy débiles y, por esta razón, el helio no se licua a la presión atmosférica a 
menos que la temperatura sea 4,2 K o inferior. El cociente entre la masa de un ob- 
jeto y su volumen se denomina densidad media: 


masa 


Densidad media = OE Tabla 13, 


DEFINICIÓN DE DENSIDAD MEDIA 

Si la masa de una sustancia correspondiente a un pequeño elemento Pa 
de volumen dV es dm, entonces la densidad de la sustancia en la lo- 
calización correspondiente al elemento de volumen es 


dm 
p=>== Al 
dv 104 


DEFINICIÓN: DENSIDAD 


donde utilizaremos p para designar la densidad. Puesto que origi- 
nalmente el gramo se definió como la masa de 1 cm* de agua lí- 
quida, la densidad de agua líquida en las unidades del sistema cgs 
(centímetro-gramo-segundo) es igual a 1 g cm”. Convirtiendo estas 
unidades en las unidades del SI (kilogramos por metro cúbico), ob- 
tenemos para la densidad del agua 


10% 





le k 
a E (um 


3 
E = 1000 kg/m 13.2 
am 1 g ) 8/ 


1m kglimY 102 


Las medidas precisas de la densidad deben tener en cuenta la tem- 

peratura, ya que las densidades de la mayor parte de los materiales, 

incluida el agua, varían con la temperatura. La ecuación 13.2 da el 

valor máximo de la densidad del agua, que se tiene a 4” C, La tabla 

13.1 relaciona las densidades de algunas sustancias típicas. 10 
Una unidad de volumen muy utilizada es el litro (L): 


1 L=10"c* = 10 *n* 


Expresada en estas unidades, el agua tiene una densidad de 
1,00 kg /L. Cuando la densidad media de un objeto sólido es mayor 
que la del agua, se hunde en ella; cuando su densidad es menor que 
la del agua, flota. El cociente entre la densidad de una sustancia y 
la densidad del agua recibe el nombre de densidad específica de la 
sustancia. Por ejemplo, la densidad específica del aluminio es 2,7, lo 
cual significa que un volumen de aluminio tiene 2,7 veces la masa 
de un volumen igual de agua. Las densidades específicas de los ob- 0,1 
jetos que se hunden en el agua están comprendidas en un intervalo 
entre 1 y 22,5 aproximadamente (correspondiente al elemento más 
denso, el osmio). 





Densidades de sustancias 


seleccionadas 


an 


E 








Osmio, 22,5 x 103 


/7— Oro, 19,3 x 103 
Sy 


¿— Plomo, 11,3 x 10% 


Mercurio, 13,6 x 102 


Cobre, 8,93 x 10% 


————— Hierro, 7,96 x 10% 

——— Tierra (valor medio), 5,52 x 10% 
7 Cemento, 2,7-3,0 x 10% 

-— Aluminio, 2,70 x 10% 


Vidrio (corriente), 2,4-2,8 x 103 
Hueso, 1,7-2,0 x 10% 

Ladrillo, 1,4-2,2 x 10% 

Agua de mar, 1,025 x 10% 
Agua, 1,00 x 10% 

Hielo, 0,92 x 10% 

Alcohol (etanol), 0,806 * 10% 
Gasolina, 0,68 x 10* 

Madera (roble), 0,6 — 0,9 x 10% 


Are, 1,293 


————— Vapor de agua, 0,6 (100 *C) 


Helio, 0,1786 
Hidrógeno, 0,08994 


M sólido; Mlíquido; Mgas 








Presión en un fluido SECCIÓN 13.2 


Aunque la mayor parte de los sólidos y líquidos se dilatan ligeramente cuando 
se calientan y se contraen ligeramente cuando se ven sujetos a un incremento de 
presión externa, estas variaciones de volumen son relativamente pequeñas, por lo 
que podemos decir que la densidad de la mayor parte de los sólidos y líquidos es, 
aproximadamente, independiente de la temperatura y de la presión. En cambio, la 
densidad de un gas depende en gran medida de la temperatura y la presión. Por 
lo tanto, se debe especificar la temperatura y la presión cuando se den las densi- 
dades de los gases. Por convención, las condiciones estándar para las medidas de las 
propiedades físicas son presión atmosférica a nivel del mar y temperatura de 0 *C. 
Las densidades de las sustancias relacionadas en la tabla 13.1 se dan en condiciones 
estándar. Obsérvese que las densidades de los líquidos o sólidos son considerable- 
mente mayores que las de los gases; por ejemplo, la densidad del agua es, aproxi- 
madamente, 800 veces mayor que la del aire en condiciones estándar. 


Ejemplo 13,1 | o a 





Un frasco de 200 mL está lleno de agua a 4*C, Cuando el frasco se calienta a 80 “C, se de- 
rraman 6 g de agua. ¿Cuál es la densidad del agua a 80 "C? (Suponer que la dilatación del 
frasco es despreciable.) 


PLANTEAMIENTO La densidad del agua a 80 "C es p' = m'/V, donde V = 200 ml = 
200 cm” es el volumen del frasco y m' es la masa que queda en el frasco después de derra- 
marse los 6 g de agua. Hallaremos m' determinando en primer lugar la masa de agua que 
había originalmente en el frasco. 


SOLUCIÓN 

1. Sea p' la densidad del agua a 80 "C y sea m' la masa del aguaenel  p! =— 
frasco de volumen V = 200 mL. Relacionar p' con m' utilizando la 
definición de densidad: 


2. Calcular la masa original de agua en el frasco a 4C utilizando el m = pV = (1,00 kg/L)(0,200 L) = 0,200 kg 


valor de la densidad p = 1,00 g/cmi: 


3. Calcular la masa de agua remanente, m' después de derramar68g: —m'=:m-6 g = 0,200 kg — 0,006 kg = 0,194 kg 


4, Utilizar este valor de m' para determinar la densidad del agua a p === — 
80*C: Y 0,200L 


COMPROBACIÓN La densidad del agua a 4“C es 1 kg/L. Como la densidad del agua es 
máxima a 4 *C, es de esperar que a 80 "C la densidad sea inferior a 1 kg /L. Efectivamente, el 
resultado del paso 3 coincide con lo esperado. 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.1 Un cubo macizo de metal de 8 cm de arista tiene una masa 
de 4,08 kg. (1) ¿Cuál es la densidad del cubo? (b) Si el cubo está hecho de uno solo de los ele- 
mentos relacionados en la figura 13.1, ¿de qué elemento se trata? 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.2 Las dimensiones de un lingote de oro son 5 em X 10 cm 
X 20 cm, ¿Cuál es su masa? 





112 ESTE 





Cuando un fluido como el agua entra en contacto con la superficie de un sólido, el 
fluido ejerce una fuerza perpendicular a la superficie del cuerpo en cada punto de 
la superficie. Esta fuerza por unidad de área se denomina presión P del fluido: 


P=, 13.3 


DEFINICIÓN: PRESIÓN 


x«_xXK<ÉA--- AA+ — — — es 


=| 0,970 kg/L 


O 
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La unidad de presión en el SI es el newton por metro cuadrado (N /m?), que recibe 


el nombre de pascal (Pa): La fuerza es una magnitud 
vectorial, pero la presión es una 
1 Pa = 1 N/m* 13.4 magnitud escalar. (La presión es el 
módulo de la fuerza por unidad de 
En el sistema técnico inglés, la presión normalmente se expresa en libras por pul- da) | 


gada cuadrada (Ib/in”). Otra unidad común es la atmósfera (atm), que es aproxi- 
madamente la presión del aire a nivel del mar. Actualmente, la atmósfera se define 
como 101,325 kilopascales, que es aproximadamente igual a 14,70 lb /in?: 


l atm = 101,325 kPa = 14,70 lb/in? 130 


Posteriormente, veremos otras unidades de presión de uso común. 

La presión debida a un fluido que presiona contra un cuerpo tiende a compri- 
mirlo. El cociente entre el cambio de presión y la disminución relativa de volumen 
(AV /V) se denomina módulo de compresibilidad: 

AP 


B= == 13.6 
AV/V 


DEFINICIÓN: MÓDULO DE COMPRESIBILIDAD 


Como sucede con otros módulos elásticos, como el módulo de Young que se introdujo 
en la sección 12.7, el módulo de compresibilidad es un cociente entre una tensión y 
una deformación, donde AP hace el papel de tensión y —AV/V hace el papel de de- 
formación. (Todos los materiales estables disminuyen de volumen cuando se les au- 
menta la presión. Por tanto, el signo de B en la ecuación 13.6 es siempre positivo.) 

Cuanto más difícil de comprimir es un sólido, menor es su cambio relativo 
—AV /V para una determinada presión AP y, por lo tanto, mayor es su módulo de 
compresibilidad. La compresibilidad es la inversa del módulo de compresibilidad. 
Se puede determinar el módulo de compresibilidad en líquidos, gases y sólidos. Los 
líquidos y los sólidos son relativamente incompresibles; es decir, poseen valores 
grandes del módulo de compresibilidad B, siendo estos valores relativamente inde- 
pendientes de la temperatura y la presión. Por el contrario, los gases se pueden 
comprimir fácilmente, y los valores de B dependen fuertemente de la presión y la 
temperatura. La tabla 13.2 indica los 
valores del módulo de compresibili- 
dad para diversos materiales. 

Como cualquier practicante de sub- 
marinismo sabe, la presión en un lago 
u océano aumenta cuando aumenta la 
profundidad. De forma semejante, la 
presión de la atmósfera disminuye al 
aumentar la altitud. En el caso de un 
líquido, cuya densidad es aproxima- 
damente constante en todo su volu- 
men, la presión aumenta linealmente 
con la profundidad. Podemos ver que 
esto es así considerando la columna de 
líquido de área transversal A indicada 
en la figura 13.1. La presión en la parte 
inferior de la columna debe ser mayor 
que la ejercida en su parte superior, 
puesto que debe soportar el peso de la 
columna de altura Ah. El peso de esta 
columna de líquido es 


Tabla 13.2 Valores aproximados del módulo 
de compresibilidad B de varios 





materiales 


Diamante, 620 


Tungsteno, 200 


- Acero, 160 
Cobre, 140 


Hierro, 100 


Aluminio, 70 
Latón, 61 
= mg = (pV)g = pA Ahg 





Mercurio, 27 
Plomo, 7,7 


Agua, 2, 0 PP o O 


FIGURA 13,1 


donde p y V son la densidad y el vo- 
lumen del líquido. Si P, es la presión 
en la parte superior y P la presión en 
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la inferior, la fuerza neta hacia arriba ejercida por esta diferencia de presiones es PA 
—P,A. Igualando esta fuerza neta hacia arriba al peso de la columna, se tiene 
PA — P,A = (pA Ahg) 
o bien 
P =P, +pgAh  (p constante) 13,7 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.3 
| ¿A qué profundidad por debajo de la superficie de un lago se encuentran dos buceadores 


| si la presión es de 2 atm? (La presión en la superficie es de 1 atm.) 





Ejemplo ¡YAA Fuerza sobre una presa (Corbis.) 





Una presa rectangular de 30 m de anchura soporta una masa de agua que alcanza una altura 
de 25 m. Determinar la fuerza horizontal sobre la presa debida tanto al agua como a la pre- 
sión atmosférica. 


PLANTEAMIENTO Como la presión varía con la profundidad, para determinar la fuerza 
ejercida por el agua, no basta con multiplicar la presión por el área de la presa. En lugar de ésto, 
debemos considerar la fuerza ejercida sobre una capa de agua de anchura L = 30 m, altura dh 
y área dA = L dh a una profundidad h (figura 13.2) e integrar desde h =0ah = H= 25m. La 
presión del agua a la profundidad h es P,,. + pgh, donde P,, es la presión atmosférica. 
Despreciar cualquier variación en la presión del aire sobre los 25 m de altura de la presa. La 


presión atmosférica puede omitirse, ya que se ejerce a ambos lados de la pared. 





SOLUCIÓN 
FIGURA 13.2 
1. Expresar la fuerza dF sobre el elemento de longitud dh en función dF=PdA=(P,, + pgh)L dh 
de la presión P,,,, + pgh ejercida por el agua sobre la presa: 
h=H H 
2. Integrar desde h = 0 a h = H para hallar la componente F = | dP = | (Po. + PEL dh 
h=0 ¿0 


horizontal de la fuerza del agua sobre la presa: 
=P ALE AE > oLE? 
2 


3. La cara exterior de la presa no es vertical. En la figura 13.3 se esquematiza el corte de 
una tira horizontal de longitud L y anchura ds, a lo ancho de la cara posterior; dh es la 
altura de la tira: FIGURA 13.3 





4. Relacionar la fuerza dF' ejercida sobre esa tira por el aireconla dE =P, dA=P. Lds 
presión del aire y el área de la tira: 


5. Expresar la componente horizontal de dF' en función de dir: dE. =dFcosó0 =P, Ldscosó = P., Ldh 


h=H rH 
6. Integrar de hh = 0 ah = H para hallar la componente horizontal. F'= | dF" = P.,, L dh = P., LH 
ejercida por el aire sobre la cara exterior de la presa: : a 


7. La fuerza horizontal neta que actúa sobre la presa es F — F" : E— EMS 1P..LE + bagLH?)-P... LH =5paLH* 


atm 


= 5(1000 kg/m*)(9,81 N/kg)(30 m)(25 m)? 


COMPROBACIÓN Como era de esperar, la fuerza neta horizontal que actúa sobre la presa 
es independiente de la presión del aire. Esto se debe a que la presión del aire sobre la super- 
ficie del agua es la misma que la presión que el aire ejerce en la cara exterior de la presa. 





OBSERVACIÓN Las presas habitualmente son más gruesas en el fondo que en la superficie, 
ya que la presión sobre la presa aumenta con la profundidad del agua. 
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FIGURA 13.4 


La presión de todos los líquidos aumenta linealmente con la profundidad en cualquier 
recipiente, independientemente de su forma. Además, la presión es la misma en todos 
los puntos que están a una misma profundidad. Estas dos propiedades se pueden ver 
comparando la presión en el punto 1 de la figura 13.4a con la presión en el punto 2, que 
está situado en una cueva bajo el agua. Primero, comparamos la presión en los puntos 
1 y 3, siendo este último un punto situado directamente debajo del punto 1 a la misma 
profundidad que el punto 2, tal como se muestra en la figura 13.4b. Consideremos las 
fuerzas verticales en la columna de agua de altura Ah y área transversal A que une los 
puntos 1 y 3, La fuerza hacia arriba sobre la columna, P,A, compensa las dos fuerzas 
hacia abajo, P,A y mg, donde m = pA Ah es la masa del agua de la columna (A Ah es el 
volumen de la columna). Es decir, P¿A = P,A + pA Ahg. Dividiendo por A, resulta 

P, =P, + pg Ah 
Consideremos ahora las fuerzas que actúan sobre el cilindro horizontal de agua, 
también de área transversal A, que conecta los puntos 2 y 3 (figura 13.4c). Hay dos 
fuerzas con componentes que van en la dirección del eje del cilindro, P,A y P,A. El 
hecho de que estas dos fuerzas se compensen una a otra significa que P, = P,. Se 
sigue entonces que 

P, =P, + pg Áh 
Así pues, si aumentamos P, presionando por ejemplo sobre la superficie superior 
con un émbolo, el aumento de presión es el mismo en todo el seno del líquido, lo 
cual se conoce como principio de Pascal, en honor de Blaise Pascal (1623-1662) y 
es válido tanto para líquidos como para gases: 


Un cambio de presión aplicado a un líquido encerrado dentro de un reci- 
piente se transmite por igual a todos los puntos del fluido y a las propias 
paredes del recipiente. ¡ 

PRINCIPIO DE PASCAL 


Una aplicación común del principio de Pascal lo constituye el elevador hidráulico in- 
dicado en la figura 13.5. 


Ejemplo 13.3 La prensa hidráulica 


El émbolo grande de una prensa hidráulica tiene un radio de 20 cm. ¿Qué fuerza debe apli- 
carse al émbolo pequeño de radio 2 cm para elevar un coche de masa 1500 kg? 


PLANTEAMIENTO La presión P multiplicada por el área A, del pistón grande debe ser 
igual al peso mg del coche. La fuerza que debe ejercerse sobre el pistón pequeño F, es esta 
misma presión multiplicada por el área A, (véase figura 13.5). 






Émbolo 
[| grande . 








FIGURA 13.5 Prensa o elevador 
hidráulico. Una fuerza pequeña F, ejercida 
sobre el émbolo o pistón pequeño produce 
una variación de presión F, /A, que se 
transmite por el líquido hasta el émbolo 
grande. Como las presiones en los pistones 
grande y pequeño son iguales, las fuerzas 
correspondientes cumplen la relación E po = 
ES f A, Como el área del pistón grande es 
mucho mayor que el del pistón pequeño, la 
fuerza sobre el pistón grande F, = (A,/A,)F, 
es mucho mayor que F.. 





Presión en un fluido 


SOLUCIÓN 


1. La fuerza F, es la presión P multiplicada por el área A;: Ei = BA; 


2. La presión multiplicada por el área A, debe ser igual al peso del 
coche: 


Mm 
E, =PA, ==> 
2 


3. Utilizar este resultado de P para calcular F.: 


= (1500 kg)(9,81 N/kg) ES 
20 


PA, = mg demodoque P= 7% 
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lr 
2 


A TY 


A, = mg— ._—— 
ii 


2,0 =) 


cm 


= 147N = 


COMPROBACIÓN El radio difiere en un factor 10 por lo que las áreas diferirán en un fac- 
tor 100, Entonces, la fuerzas también difieren en un factor 100. 


En la figura 13,6, se muestra agua en un recipiente formado por secciones de dife- 
rentes formas. Á primera vista, podría parecer que la presión en la sección 3, la sec- 
ción que contiene la mayor cantidad de agua, sería la mayor, y que el agua, por lo 
tanto, se vería forzada a subir a una mayor altura en la sección 2, que es la sección 
con menor cantidad de agua. El hecho de que ésto no ocurra así se conoce con el 
nombre de la paradoja hidrostática. La presión sólo depende de la profundidad 
del agua, no de la forma del recipiente. A la misma profundidad, la presión es la 
misma en todas las partes del recipiente, como puede demostrarse experimental- 
mente, Aunque el agua de la sección 4 del contenedor pesa más que la de la sec- 
ción 2, la parte de agua de la sección 4 que no está sobre la zona abierta está 
soportada por las paredes horizontales del contenedor. De hecho, el agua que hay 
por encima de la zona abierta en la sección 5 pesa menos que la que hay por en- 
cima en la sección 1. Sin embargo, el contenedor horizontal de la sección 5 ejerce 
una fuerza hacia abajo sobre el agua que compensa exactamente su menor peso. 





FIGURA 13.6 Paradoja hidrostática, El nivel del agua es el mismo en todos los 
recipientes con independencia de su forma. El peso de las porciones de agua que no 
quedan justo encima de la abertura (como sucede en los casos 3 y 4) es soportado por las 
paredes del recipiente. 


Podemos utilizar el resultado de que la diferencia de presión crece linealmente 
con la profundidad para medir presiones desconocidas. En la figura 13.7, se mues- 
tra un medidor de presión simple, el manómetro de tubo abierto. La parte superior 
del tubo se encuentra abierta y, por lo tanto, a la presión atmosférica Poo BOE 
extremo del tubo se encuentra a la presión P que se desea medir. La diferencia 
P = Py, denominada presión manométrica, es igual a pgh, donde p es la densi- 
dad del líquido en el tubo. Por ejemplo, la presión que se mide en la cámara de la 
rueda en un coche es la presión manométrica. Cuando la cámara se encuentra com- 
pletamente deshinchada, la presión manométrica es igual a cero, y la presión ab- 
soluta de la cámara es igual a la presión atmosférica. La presión absoluta P se 
obtiene a partir de la presión manométrica sumándole la presión atmosférica: 


P =P Po 13.8 


manométrica 


A 





La presión sólo depende de la 
profundidad del agua y no de la 
forma del recipiente. De esta forma, la 
presión es la misma en todas las partes 
del recipiente que se hallan a la misma 
profundidad. 





atm 





AAA NS 
FIGURA 13.7 Manómetro de tubo 
abierto para medir una presión desconocida P. 
La diferencia PP... esigual a pgh. 
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TA 


Medidor de la presión para neumáticos 





Medidor de la presión para neumáticos. El pistón presiona la varilla hacia la 
derecha hasta que la fuerza del muelle más la fuerza de la presión atmosférica se 
equilibra con la fuerza ejercida por la presión del aire del interior del neumático. 


En la figura 13.8, se muestra un barómetro de mercurio utilizado para medir la presión 
atmosférica. La parte superior del tubo está cerrada y se le ha hecho el vacío de forma 
que la presión en su interior es igual a cero. El otro extremo se encuentra abierto y a la 
presión atmosférica P.._. La presión P.,_ es pgh, donde p es la densidad del mercurio. 


PROBLEMA PRÁCTICO 13,4 
A 0*C, la densidad del mercurio es de 13,595 X 10* kg fm”. ¿Cuál es la altura de la co- 


lumna en un barómetro de mercurio si la presión es 1 atm = 101,325 kPa? 





En la práctica, la presión se mide frecuentemente en milímetros de mercurio 
(unidad llamada comúnmente torr en honor del físico italiano Torricelli) o en pul- 
gadas de mercurio (escrito como inHg). Estas unidades de presión se relacionan 
entre sí del modo siguiente: 

1,00 atm = 760 mmHg = 760 torr 
= 29,9 inHg = 101 kPa = 14,7 lb/in* 13,9 

Otras unidades utilizadas comúnmente en los mapas meteorológicos son el bar 

y el milibar, definidos por 


1 bar = 10% milibares = 100 kPa 13,10 


Una presión de 1 atm es, aproximadamente, un 1,01% más grande que la presión 
de un bar. 





UA Presión sanguínea en la aorta 


La presión manométrica media en la aorta humana es de 100 mmHg, aproximadamente. 
Expresar esta presión sanguínea media en pascales. 


PLANTEAMIENTO Utilizamos los factores de conversión de la ecuación 13,9, 





Comprobando la presión de un neumático. 
(Vanessa Vick? Photo Researchers, Inc.) 





FIGURA 13.8 Enel espacio del extremo 
superior del tubo no hay nada a excepción del 
vapor de mercurio. Á temperatura ambiente, 
la presión de vapor del mercurio es inferior a 
1077 atm. 


SOLUCIÓN 
subi | | a 101 kPa : 
Utilizamos uno de los factores de conversión que aparecen en la P = 100 mmHg x =—— = | 13,3 kPa 
760 mmHg a 


ecuación 13.9: 


COMPROBACIÓN Esperamos que la presión sea una pequeña fracción de 1 atm. Una pre- 
sión de 13,3 kPa sería razonable, pues 1 atm = 101 kPa. 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.5 Expresar una presión de 45 kPa en (2) milímetros de mercu- 
rio y (b) atmósferas. 


La relación entre la presión y la altura (o profundidad) es más complicada en un gas 
que en un líquido. La densidad de un líquido es esencialmente constante, mientras 
que la densidad de un gas es, aproximadamente, proporcional a la presión. Y la pre- 
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sión de una columna de aire disminuye al aumentar la altitud respecto a la superficie 
de la Tierra, como sucede con la presión de una columna de agua, pero, a diferencia 
de este caso, la disminución de presión con la altura no es lineal con la distancia. 





MARA La ley barométrica 


Si es cierta la hipótesis de que la densidad del aire es proporcional a la presión, entonces la 
presión debe disminuir exponencialmente con la altitud. A partir de esta hipótesis verificar 
esta predicción y calcular la altitud a la cual la presión es la mitad de su valor a nivel del mar. 


PLANTEAMIENTO Aplicar la segunda ley de Newton a un elemento de aire que se en- 

cuentra a una altitud y y grosor vertical dy para obtener la expresión del cambio de presión 

debido a un cambio de altitud dy. Integrar esta expresión, teniendo en cuenta que la densi- 
dad es proporcional a la presión. 


SOLUCIÓN 


1. Dibujar un elemento de aire, horizontal y en forma de disco a una altitud y y grosor dy, 
de área transversal A y masa di. Indicar en el esquema todas las fuerzas que actúan 
sobre el elemento (figura 13.9): 


2. Aplicar la segunda ley de Newton sobre PA — (P + dP)A — (dm)g = 0 
el disco. La aceleración es cero, luego la 
suma de fuerzas es cero: 


3. Simplificar la ecuación y sustituir din —ÁdP — peA dy = Oluego dP = —pg dy 
por pAdy: 


4. Suponemos que la densidad es 
proporcional a la presión y 
conocemos la densidad p, y la presión 
P, a nivel del mar (y = 0): 


p 1 p 
5. Sustituimos p en el resultado del paso3  dP= —P g dy o sea > == 5 2 dy 
0 


y dividimos ambos lados por P para 0 
separar variables: 


Map py fr 
6. Integramos de y = 0 a y = y, Sea P = P, | ÓN pg dy 
cuando la altitud es y;: Py o -0 


P p 
f 0 
or lo tanto, In—= -—>—e 
E E p EY 


7. Despejamos P;: P, = P,e7o/Pol% O bien 





Pa 


8. Calculamos h para el cual P =3P,. 
Buscamos la densidad del aire a l atm 
en la tabla 13.1: (1,01 x 10 Pajin 2 


as 
(1,29 kg/m*)19,81 N/kg) 
=|55km | 


SE En 
P, = Peto Post => h = —In 2 
p 


COMPROBACIÓN A una altitud de 5,5 km (unos 18000 pies) muchas personas padecen de 
falta de oxígeno. Por tanto, que la presión a esa altura sea la mitad de la presión normal no 
es de extrañar. 


OBSERVACIÓN El resultado del paso 7 muestra que la presión del aire decrece exponencial- 
mente con la altitud. Este resultado implica que la presión del aire disminuye en una fracción 
constante para un incremento fijo dado de altura, como se ve en la figura 13.10. A una altitud de 
5,5 km, aproximadamente, la presión del aire es la mitad del valor que tendría en la superficie 
del mar. Si ascendemos otros 5,5 km hasta una altitud de 11 km (altura típica de vuelo de un 
avión comercial), la presión se ha vuelto a reducir a la mitad, de modo que equivale a la cuarta 
parte de la que se tiene al nivel del mar, y así sucesivamente. Por ello, los aviones comerciales que 
vuelan a grandes alturas llevan sus cabinas presurizadas. Como la densidad del aire es propor- 
cional a la presión, esta densidad también disminuye con la altura. Así, por ejemplo, se dispone 
de menos oxígeno en una montaña que a baja altitud; por ello, resulta tan difícil la realización de 
ejercicios físicos en montañas como los Andes, y ascender el Himalaya es peligroso. 








(P+dPJA 





FIGURA 13.9 La presión es mayor por 
debajo del elemento de aire que por encima. 
Esta diferencia de presiones produce una 
fuerza vertical hacia arriba que compensa 

la fuerza gravitacional. 


P, atm 





5.5 11 fi, km 





FIGURA 13.10 Variación de la presión 
con la altura por encima de la superficie 
terrestre. Por cada 5,5 km de incremento de 
altura, la presión se reduce a la mitad. 
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Si pesamos un objeto pesado sumergido en agua suspendiéndolo de un dinamóme- 
tro (figura 13.11a), el peso aparente del objeto (la lectura del dinamómetro) es infe- 
rior al peso del objeto. Esto es así porque el agua ejerce una fuerza hacia arriba que 
equilibra parcialmente la fuerza de la gravedad. Esta fuerza es aún 
más evidente cuando sumergimos un trozo de corcho. Cuando el 
corcho está completamente sumergido, experimenta una fuerza 
hacia arriba ejercida por la presión del agua, que es mayor que la 
fuerza de la gravedad, de manera que el corcho acelera hacia la su- 
perficie, donde flota parcialmente sumergido. La fuerza ejercida 
por un fluido sobre un cuerpo sumergido en él se denomina 
fuerza ascensional (o de flotación o empuje). Es igual en módulo 
al peso del fluido desplazado por el cuerpo. (La definición de 
fuerza ascensional se refinará más adelante en esta sección.) 


Todo cuerpo parcial o totalmente sumergido en un fluido 
experimenta una fuerza ascensional o de empuje igual al 
peso del fluido desplazado. 


PRINCIPIO DE ARQUÍMEDES 


Esta propiedad de los cuerpos se conoce con el nombre de 
principio de Arquímedes. 

Podemos deducir el principio de Arquímedes a partir de las 
leyes de Newton considerando las fuerzas que actúan sobre una 
porción de un fluido y observando que, cuando está en equilibrio (a) 








(b) B=F,-F; 
(c) 





estático, la fuerza neta sobre la misma debe ser nula. La figura . E 


13.11b muestra las fuerzas verticales que actúan sobre un objetoque FIGURA 13.11 (a) Forma de pesar un objeto sumergido en 
se pesa mientras está sumergido, es decir, la fuerza de la gravedad un fluido. (b) Diagrama de fuerzas en el que puede verse el peso, 
E dirigida hacia abajo; la fuerza del dinamómetro FE que actúa Fo la fuerza ejercida por el muelle F, y las fuerzas E, y E, ejercidas 


hacia arriba; una fuerza F, que actúa hacia abajo, debida a la pre- 
E del fluido sobre la superficie superior del objeto y una fuerza 

F, que actúa hacia arriba debida a la presión del fluido sobre la superficie inferior del 
objeto, Como la lectura del dinamómetro indica una fuerza inferior a su peso, el mó- 
dulo de la fuerza E, debe ser mayor que el módulo de F,. El vector suma de estas dos 
fuerzas es la Pan ascensional o de empuje B = E, + E, (figura 13.11c). La fuerza as- 
censional tiene lugar porque la presión del fluido sobre la superficie inferior del cuerpo 
es mayor que la presión que actúa sobre la superficie de la parte superior del cuerpo. 

En la figura 13.12, se prescinde del dinamómetro y el objeto sumergido se ha re- 
emplazado por un volumen igual de fluido (indicado por líneas de Puntos) a la que 
nos referiremos como muestra de fluido. La fuerza ascensional B = F, + E que 
actúa sobre la muestra de fluido es la misma que actuaba sobre nuestro objeto origi- 
nal. Esto se debe a que el fluido que rodea a la muestra de fluido y el fluido que rodea 
al objeto tienen la misma configuración; no hay ninguna razón para suponer que la 
presión del fluido que lo rodea no sea la misma en los puntos correspondientes en 
ambos recipientes. Como este volumen de fluido está en equilibrio, la fuerza resul- 
tante que actúa sobre él debe ser cero. La fuerza ascensional o de empuje es igual al 
peso del fluido en este volumen: 


B=E, 13.11 


Obsérvese que este resultado no depende de la forma del objeto sumergido. Si con- 
sideramos una porción cualquiera de forma irregular del fluido como nuestra 
muestra de fluido, sobre ella deberá actuar una fuerza ascensional debida al fluido 
que la rodea y que resulta ser igual al peso de dicha porción. Por lo tanto, hemos 
deducido el principio de Arquímedes. 

El rey Hierón II había encomendado a Arquímedes (287-212 a.C.) la tarea de de- 
terminar si una corona fabricada para él estaba hecha toda ella de oro o si, por el 
contrario, contenía algún metal más barato como la plata. El problema consistía en 


por el 1 el fluido que lo rodea. (c) La Era ascensional o de flotación 
B = E, + E, es la fuerza neta ejercida por el fluido sobre el objeto. 








FIGURA 13.12 La misma situación que 
se daba en la figura 13.11, pero ahora el objeto 
ha sido sustituido por un volumen igual del 
fluido. Las fuerzas E y E, debidas a la 
presión del fluido, son las mismas que las 
fuerzas correspondientes ejercidas sobre el 
objeto en la figura 13.11. La fuerza ascensional 
o de empuje es igual al peso del fluido 


desplazado, F ef” 
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(a) La corona y la pepita de (b) La corona desplaza más agua 
oro tienen el mismo peso. que la pepita de oro. 


determinar la densidad de un objeto de forma irregular, como la corona, sin des- 
truirlo. Según cuenta la historia, Arquímedes encontró la solución mientras se ba- 
ñaba e inmediatamente echó a correr desnudo por las calles de Siracusa gritando 
“¡Eureka!” (“¡Lo encontré!”). Este genial descubrimiento precedió a las leyes de 
Newton, a partir de las cuales puede deducirse el principio de Arquímedes, en 
unos 1900 años. Arquímedes encontró lo que constituye un procedimiento simple 
y exacto para comparar la densidad de la corona con la densidad del oro utilizando 
una balanza. Puso la balanza en un cuenco y colocó la corona en un platillo y oro 
puro de igual masa en el otro. Entonces añadió agua al cuenco (figura 13.134), su- 
mergiendo la corona y el oro puro. La balanza osciló, elevando la corona (figura 
13.15b) —indicando que la fuerza ascensional que actuaba sobre ésta era mayor 
que la que actuaba sobre el oro puro, porque el volumen del agua desplazado por 
la corona era mayor que el desplazado por el oro puro. La corona era menos densa 
que el oro puro. 

El peso aparente F ap Le un objeto sumergido en un fluido es la diferencia entre 
su peso F, y la fuerza ascensional B: 


Fsap = FP, B 13.12 





ESTRATEGIA DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


Resolución de problemas utilizando el principio de 
Arquímedes 







PLANTEAMIENTO Lea atentamente el enunciado del problema para analizar 

la situación. Hacer un dibujo de la situación puede ser útil. 

SOLUCIÓN 

1. Aplicar el principio de Arquímedes para relacionar el empuje con el peso 
del volumen desplazado. 

2. Aplicar la segunda ley de Newton sobre el objeto y calcular la magnitud 
deseada. 


COMPROBACIÓN Verifique que su respuesta tiene sentido. 












Ejemplo O ¿Es realmente de oro? 


Una amiga está preocupada por un anillo de oro que compró en un viaje reciente. El anillo 
era Caro y nuestra amiga quiere saber si realmente es de oro o si es de otro material. 
Decidimos ayudarla usando nuestros conocimientos de Física. Pesamos el anillo y vemos 
que pesa 0,158 N. Usando una cuerda lo colgamos de una balanza, lo sumergimos en agua 
y entonces pesa 0,150 N. ¿Es de oro el anillo? 





IA E RIA O rra 


FIGURA 13.13 (4) La corona y la pepita 
de oro tienen el mismo peso. (b) La corona 
desplaza más agua que la pepita de oro. 








El globo de aire caliente y el bote necesitan 
empuje para flotar. (Richard Hamilton Smith/ 
CORBIS.) 


Póngalo en su contexto 
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PLANTEAMIENTO 5i el anillo es de oro puro, su densidad específica (su densidad relativa al 
agua) será de 19,3 (véase la tabla 13.1). Usando el principio de Arquímedes como referencia, 
determinar la densidad del anillo relativa a la del agua. 


SOLUCIÓN 


1. El peso F, del anillo es igual a su densidad pz por su volumen y E, = pyVg 
por q. El empuje B sobre el anillo (cuando se sumerge) es igual B =p Ve 
a la densidad del agua p, por Vg: - 
3 FE 








2. Dividimos la primera entre la segunda ecuación para obtener el 


cociente de densidades: B— pg P, 
3. De acuerdo con la segunda ley de Newton, B es igual al peso Eo = ESA SF BES ESE 
menos el peso aparente al sumergirse: 
Es Pr 


4. Sustituimos en el resultado del paso 2: ÉL — lia, 2 
Es“ Eo Pa 


Pr Foo 0158N  0158N 


5. Despejamos el cociente p, /p.: = = 
Pa Fo Foap  0158N—0,150N 0,008 N 


Pr _ 0,158 N 


6. El denominador tiene una sola cifra significativa, luego el IS 20 


cociente de densidades tiene una sola cifra significativa: Pa 0,008N 
el 2 del 20 es una cifra significativa, pero el O no lo es. 


7. Comparar el cociente de densidades con el cociente entre la De acuedo con la medida, el cociente de densidades es 2 X 10, 
densidad del oro y la del agua, que es 19,3: ] 





El anillo puede ser de oro puro, pero la medida no es 


lo suficientemente precisa para estar seguro. 


COMPROBACIÓN La incertidumbre del resultado es grande, como era de esperar. Cuando 
se restan dos números casi iguales hay menos cifras significativas en el resultado que en los 
números originales. 


OBSERVACIÓN 5e necesita una balanza de mayor precisión para poder dar una respuesta 
rigurosa. 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.6 Un bloque de un material desconocido pesa 3 N y tiene un 
peso aparente de 1,89 N cuando se sumerge en agua. ¿De qué material se trata? 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.7 Un pedazo de plomo (densidad específica = 11,3) pesa 80 N 
en aire. ¿Cuánto pesa sumergido en agua? 


REVISIÓN DEL EMPUJE 


supongamos que la densidad del bloque que se muestra en 
la figura 13.14 es mayor que la densidad del fluido del en- 
torno, y que tanto el bloque como el plato de la balanza están 
completamente sumergidos en él. La fuerza gravitatoria que 
actúa sobre el bloque vale F,, su peso, y la balanza está ajus- 
tada, de modo que marca cero cuando el plato no aguanta el 
bloque (figura 13.14b). Si se coloca el bloque en el plato de la 
balanza (figura 13.144), la lectura de la escala es el peso apa- 
rente F, ,, del bloque. Cuando el bloque está sobre la ba- 
lanza, éste está en contacto directo con el fluido, excepto en 
aquellos puntos de la base donde se apoya en el plato de la 
balanza. Si suponemos que éste no es completamente plano, 
sino que tiene rugosidades, el bloque se apoya únicamente 
en las regiones más altas del plato. (En las más bajas, el 
fondo del bloque está en contacto con el fluido.) Analicemos FIGURA 13.14 
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ahora esta situación para mostrar que la lectura de la balanza es igual al peso del blo- 
que menos el peso de un volumen igual de fluido. 

Mientras el bloque descansa sobre el plato de la balanza, la fuerza neta ejercida 
por el fluido sobre el bloque F, resulta de una combinación de la fuerza hacia abajo 
ejercida por el fluido en la superficie superior del bloque y de la fuerza hacia arriba 
ejercida por el fluido en aquellas regiones de la superficie inferior del bloque con 
las que está en contacto. (Hemos representado F, hacia abajo. Sin embargo, si el 
fluido estuviera en contacto con una gran porción de la superficie inferior del blo- 
que, esta fuerza F, ¿ Podría ir dirigida hacia arriba.) Las otras dos fuerzas verticales que 
actúan sobre el bloque son la fuerza gravitatoria F. y y la fuerza hacia arriba F, ejer- 
cida por el plato en las regiones de contacto directo entre el bloque y el plato. En la 
figura 13.14b se representa el bloque fuera de la balanza, y en su lugar, la cantidad 
equivalente de fluido, de forma y tamaño idénticos (representado por la línea dis- 
continua). Las mismas regiones que estaban en contacto con el bloque ahora lo 

están con la muestra de fluido y, en consecuencia, las fuerzas que actúan son la 
fuerza ejercida por el resto del fluido, E, la fuerza hacia arriba ejercida por el plato, 
Es, ', y la fuerza gravitatoria EL, Las fuerzas F, y E; son iguales, ya que en cada 
punto de contacto entre el fluido y la imtuéntra de fluido las fuerzas son exacta- 
mente las mismas que entre el fluido y el bloque. 

Cuando el bloque está sobre el plato de la balanza, está en equilibrio y, por lo tanto, 


is Pao. PES EZD o bien e PA E O 


y cuando el bloque se retira del plato de la balanza, la muestra de fluido que lo 
reemplaza está en equilibrio y, por lo tanto, 


El EE =0 


Restando las dos ecuaciones anteriores, teniendo en cuenta que F;, = F,, y reagru- 
pando los términos, nos queda 


EEE =E—El 


donde F, — F;, corresponde al cambio de lectura cuando se saca el bloque del plato 
de la balanza. Por lo tanto, F,, — F; es el módulo del peso aparente del bloque su- 
mergido y, en consecuencia, 

Pia ESA 


Sap E 
Normalmente, se denomina a F, — F,,, fuerza ascensional o empuje B, con lo cual 
resulta 
B=F -F _=EF 


E sap. 78 

Esta expresión para la fuerza ascensional coincide con la de la ecuación 13.12, que 
se estableció cuando el fluido estaba en contacto directo con toda la superficie del 
objeto sumergido. 


Ejemplo 13.7 > ¿Cómo se puede medir la grasa corporal? 





El porcentaje de grasa corporal de una persona puede estimarse midiendo la densidad de su 
cuerpo (la densidad media), teniendo en cuenta que la grasa es menos densa que los mús- 
culos y los huesos. La densidad de la grasa es = 0,9 X 10 kg/m y la densidad del tejido 
magro (todo el resto excepto la grasa) = 1,1 X 10” kg/m”, La medida de la densidad del 
cuerpo consiste en determinar el peso aparente cuando una persona está sumergida en agua, 
habiendo exhalado completamente el aire de sus pulmones. (En la práctica, se estima el aire 
que queda en los pulmones y se corrige su efecto.) Supongamos que el peso aparente de una 
persona cuando está sumergida en agua es el 5% de su peso. ¿Qué porcentaje del cuerpo de 
la persona es grasa? 


PLANTEAMIENTO En una persona, el volumen total es la suma del volumen de grasa más 
el volumen de tejido magro, y la masa total es la suma de la masa de grasa más la masa de te- 
jido magro. El volumen y la densidad están relacionados con la masa mediante la relación 
m = pV. La fracción de grasa se calcula dividiendo la masa de grasa entre la masa total e, igual- 
mente, la fracción de tejido magro se calcula dividiendo la masa de tejido magro entre la masa 
total. Naturalmente, la fracción de grasa más la fracción de tejido magro deben sumar 1. 





La determinación del porcentaje de grasa del 
cuerpo de este hombre se realiza pesándolo 
cuando está sumergido bajo el agua, es decir, 
midiendo su densidad. (David Burnett/ Woodfin 
Camp and Assoc.) 
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SOLUCIÓN 


1. Determinar la razón de la densidad del cuerpo de la persona y 
la densidad del agua usando las ecuaciones 13.2 y 13.3: 


2. El volumen corporal total es igual a la suma del volumen de 
grasa más el volumen de tejido magro: 


3. Como la densidad es igual a la masa dividida por el volumen, 
el volumen es la masa dividida por la densidad. Se sustituye 
esta relación en el paso anterior: 


4. La masa de grasa es fm, donde f, es la fracción de grasa y la 
masa de tejido magro es fm, ., donde f.. es la fracción de tejido 
magro, Se sustituye 711, y 1m,, en los resultados del paso 3: 


5. La suma de la fracción de grasa más la fracción de tejido magro 
es igual a 1: 


6. Se dividen los dos términos del resultado del paso 4 por m,., y 
se sustituye 1- f, por f.,: 


7. Se despeja en el resultado del paso 6, f.: 


8. Se utiliza el resultado del paso 1 para sustituir la p del resultado 
del paso 7 y se despeja de nuevo Í¿: 


9. Se expresa la fracción de grasa como un porcentaje: 





m1 f m 
tot toto. 


p Pe Pon 


mot 


FIA 
de. MOT 
A ÁÁKÁKáÁ 


O 
es 1 — (p/p) 

e 
/ 1 — (pp, /1,05p y 2,2) _ 1 (1,1/1,05) 


ET (Pm/P.)  1= (11/0,90) 


COMPROBACIÓN La persona del enunciado es un hombre adulto que no tiene sobrepeso. 
Los médicos recomiendan que el porcentaje de grasa en un hombre adulto debe estar entre 


el 18% y el 25%. El resultado del paso 9 resulta aceptable. 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.8 Si el peso aparente de Eduardo cuando se sumerge en agua 


es cero, ¿cuánto vale su porcentaje corporal de grasa? 





Ejemplo 13.8 





¿Cuál pesa más? 





Conceptual 


Considerar cinco frascos idénticos (figura 13.15). Los frascos están llenos de agua hasta el 

borde del frasco. Un barco de juguete flota sobre la superficie del agua del frasco A. Otro - 
barco de juguete se encuentra hundido en el fondo del frasco B. Un cubito de hielo flota 

sobre la superficie del agua del frasco C. Un bloque de madera sumergida en el frasco D está 

sujeto con una cuerda al fondo. En el frasco E sólo hay agua. Los dos barcos, el cubito de 

hielo y el bloque de madera tienen la misma masa. La densidad del barco hundido es el 

doble de la del agua y la densidad del bloque de madera es la mitad de la del agua. Cada 

frasco descansa sobre una balanza. Ordene las lecturas de las balanzas de mayor a menor. 





FIGURA 13.15 
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PLANTEAMIENTO La lectura de cada balanza es igual al peso total del sistema que des- 
cansa sobre ella. En cada caso, el sistema consiste en el frasco, el agua del frasco y uno de los 
objetos sumergidos o que flotan sobre el agua. El frasco que contiene más agua es el E. El em- 
puje que recibe cada cuerpo es igual al peso de agua que desplaza; cada objeto sumergido 
desplaza su propio volumen mientras que cada objeto que flota desplaza su propio peso de 
agua. La cantidad de agua que hay en cada frasco es igual a la cantidad de agua que hay en 
el frasco E menos la cantidad de agua desplazada por cada objeto que flota o está sumergido. 


SOLUCIÓN 
1. SeaF, , la lectura de la balanza que tiene el frasco A, F, y la que tiene El peso de agua desplazado por el barco que flota y por el 
el frasco B, etc. Sea F, ,, el peso de cada uno de los objetos (todos los cubito de hielo es F, /,. 


objetos tienen el mismo peso). Un objeto que flote desplaza su 
propio peso de agua. Calcular el peso de agua desplazado por cada 


objeto: 
2. Un cuerpo sumergido desplaza su propio volumen de agua. El peso de agua desplazado por el bloque de madera 
Calcular el peso de agua desplazado por cada objeto sumergido: sumergido es 2 F, ,, mientras que el del barco sumergido es 
Fate 
go 
3. En cada caso, el sistema consiste en un frasco, el agua del frasco y el Frasco Peso 
objeto que se sumerge o flota en el agua. Además, el peso del agua A Ena EE BE E 
de cada frasco es el mismo que el peso del agua del frasco E menos $ pe A p. 4 P | y En p F + Er 
el peso del agua desplazado por cada objeto. Calcular el peso total ges “gg gob pa E 
de cada sistema: C Pus o E a a 
D Ei di Poe Ñ 2F, obj? dl Es obj á Pag di Eli 
E Fon iy SUL FDO E 
4. La lectura de cada balanza es justamente el peso de cada sistema La balanza que tiene el frasco con el barco hundido tiene 
E, sj POr tanto: la lectura más elevada, la que tiene el bloque de madera 


sumergido tiene la lectura más baja y el resto de balanzas 
marcan lo mismo. 





COMPROBACIÓN La presión del agua en el fondo de cada frasco es la misma porque el 
agua tiene la misma profundidad en cada uno de ellos. Esto significa que la presión del 
agua sobre el fondo de los frascos cuyos objetos no descansan sobre el fondo (A, €, D y E) 
es la misma en cada uno de ellos. Sin embargo, el frasco D recibe una fuerza ascendente 
debido al empuje que sufre el bloque de madera atado al fondo, por lo que la lectura de la 
balanza del frasco D será menor que la correspondiente a los frascos A, € y E. Así mismo, 
en el frasco B el barco descansa sobre el fondo, lo que producirá una presión adicional 
sobre el fondo y será su balanza la que marcará una lectura mayor. 


OBSERVACIÓN La rueda de Falkirk, mencionada al principio del capítulo, está perfecta- 
mente equilibrada por la misma razón que las lecturas de las balanzas A, € y E son iguales. 
La rueda se mantendrá en equilibrio siempre que las profundidades del agua de las dos gón- 
dolas sean iguales y las barcazas de las góndolas se mantengan a flote. Como la rueda se 
mantiene en equilibrio, es suficiente aplicar un pequeño esfuerzo para hacerla rotar. 





EU Un iceberg 





El mayor iceberg visto en el océano Atlántico 
Norte tenía una altura de 168 m por encima 
del nivel del mar, casi la misma altura que el 


0 | monumento a Washington. Este iceberg fue 
PLANTEAMIENTO 5ea V el volumen del iceberg y V, el volumen que está sumergido. El ¡cto an la bahía Melville en 1957 en 


peso del iceberg es p, Vz y el empuje debido al agua del mar p_V y. Las densidades del hielo Groenlandia. (Gentileza de U.S. Coast Guard 
p, y del agua del mar p, se recogen en la tabla 13.1. hniternational Ice Patrol.) 


Determinar la fracción de volumen de un iceberg que se encuentra bajo el nivel del mar. 
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SOLUCIÓN 
1. Como el iceberg está en equilibrio, el empuje es igual al peso: eS 


Pr ll mm PV ¿8 


2. Despejando V_/V: pe E 





COMPROBACIÓN Todos hemos visto un cubito de hielo flotando en agua dulce. La 
mayor parte del cubito se encuentra sumergida. Es de esperar que más o menos pase lo 
mismo con un iceberg que flota en agua del mar. Como la densidad del agua del mar es 
entre un 2% y un 3% mayor que la densidad del agua dulce, el iceberg flota más en agua 
del mar que en agua dulce. 


Reemplazando en el cálculo anterior p, por p, la densidad del fluido, podemos determi- 
nar la fracción sumergida de un objeto flotante en cualquier fluido. En el ejemplo anterior, 
hemos visto que la fracción de un objeto flotante sumergido es igual al cociente entre la den- 
sidad del objeto y la densidad del fluido. 


== 13.13 


13.4 AO AN ALO 





El comportamiento de un fluido en movimiento puede ser en general muy com- 
plicado. Consideremos, por ejemplo, el humo que asciende de un cigarrillo en- 
cendido. Al principio, el humo se eleva con una forma regular, pero pronto 
aparecen turbulencias y el humo empieza a ondear de forma irregular. El flujo 
turbulento es muy difícil de estudiar, incluso de forma cualitativa. Si no existe 
turbulencia, el fluido fluye a lo largo de líneas de corriente. Existen programas 
de ordenador muy sofisticados que simulan las líneas de corriente de aire que 
fluyen alrededor de los cuerpos y que son de gran ayuda para los ingenieros que 
diseñan automóviles. 

En la figura 13.16, se muestra un fluido que circula por un tubo cuya sección 
transversal decrece. El fluido fluye sin turbulencia de izquierda a derecha. La parte 
sombreada de la izquierda indica el volumen de fluido que pasa a través de la su- 


Área Aj 






a e 





FIGURA 13.16 





V Pp 0,92 Xx 10% kg/m : 
= A - 22 A 0898 =| 0,90 
Vo P, 1025 Xx 10 kg/m? 





Humo que sale de un cigarrillo encendido. A] 
principio, el humo asciende mediante un flujo 
regular, el flujo laminar, pero rápidamente este 
movimiento se hace turbulento, de tal forma 
que el humo forma remolinos irregulares. 
(Estate of Harold E. Edgerton.) 


on 
A 


El diseño de cuerpos aerodinámicos puede 
reducir enormemente las fuerzas de arrastre 


sobre cuerpos en movimiento, como sucede 
con los coches o los aviones. 
(Takeski Takahara ¿Photo Researchers, Inc.) 


A AAA AAA AAA AAA AAA ——————— —————————— a Ann 


Fluidos en movimiento 


perficie transversal 1 en cierto intervalo de tiempo Af. Si la densidad y la velocidad 
del fluido en esa región son p, y v,, y el área de la sección transversal de dicha re- 
gión es A,, la masa Án, que fluye a través de la región 1 es 


Am, =p, AV, =p,4,0, Al 


donde AV, = A,v, Af es el volumen de fluido que fluye a través del área A, durante 
el tiempo Af. La cantidad Í,, = pAv se denomina flujo de masa y tiene dimensiones 
de masa por unidad de tiempo. La masa Am, de fluido que pasa a través del área A, 
durante el mismo tiempo Af y señalada por la región sombreada a la derecha es 


Am, = p,A,o, Af 


donde p,, U,, y A, son la densidad y velocidad del fluido y el área de la sección 
transversal correspondientes a la región 2. 

Si el flujo de masa a través del área transversal en 1 es mayor que el flujo en 2, 
entonces la masa de fluido aumentará. La tasa a la cual entra masa de fluido en la 
región comprendida entre las superficies 1 y 2, menos la tasa a la cual la masa de 
fluido sale de dicha región, es igual a la tasa de cambio de masa acumulada en la 
región comprendida entre 1 y 2. Esto es, 


La = L. = dm, /di 13,14 
ECUACIÓN DE CONTINUIDAD 


donde 1,,, y !,,, son las tasas de circulación de masa a través de las regiones 1 y 2, 
respectivamente, y 1,, la masa acumulada entre las dos regiones. La ecuación 
13.14 se denomina ecuación de continuidad. El flujo en el cual el movimiento del 
fluido es constante (no cambia con el tiempo) en todos los puntos se denomina 
flujo estacionario. Si el flujo es estacionario, entonces dm,,/ dt en la ecuación 13.14 
es cero. Cuando el flujo es estacionario, el flujo de masa es el mismo a través de 
todas las áreas transversales y, además, es constante. 

La cantidad /,, = Av se denomina caudal o flujo volumétrico y tiene dimensio- 
nes de volumen por unidad de tiempo. En el flujo de un líquido incompresible, el 
caudal es el mismo a través de cualquier área de sección transversal perpendicular 
al flujo. Además, si el flujo es estacionario, el caudal es constante 


L, = AD 13.15 
CAUDAL 
En un fluido incompresible, la densidad es igual a un valor fijo para todo el fluido. 


Los líquidos se consideran, casi siempre, incompresibles porque sus densidades 
prácticamente no varían. 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.9 
La sangre circula por la arteria aorta, de 1,0 cm de radio, a 30 cms. ¿Cuál es el caudal? 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.10 
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cidad es 10 cm/s, a otra región donde el radio se ha reducido a 0,2 cm, debido a unen- | — Lasarterias más grandes se ramifican en 


grosamiento de las paredes (arteriosclerosis). ¿Cuál es la velocidad de la sangre en la zona | — arterias más pequeñas, que a su vez se 
más estrecha? | ramifican en otras, y así sucesivamente. 





AA A A A A E A E E de PA ri 


(P._ Motta! Photo Researchers Inc.) 
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ECUACIÓN DE BERNOULLI 


La ecuación de Bernoulli relaciona la presión, la altura y la velocidad de 
un fluido incompresible e ideal cuyo flujo es estacionario y laminar. 
Ideal significa sin viscosidad, que es la propiedad de un fluido que pro- 
duce resistencia a fluir. Durante el flujo laminar, las partículas de fluido 
se mueven a lo largo de líneas de corriente que son trayectorias rectilí- 
neas o ligeramente curvadas que no se cruzan. Se puede deducir la ecua- 
ción de Bernoulli aplicando la segunda ley de Newton a una pequeña 
porción de fluido que se mueve a lo largo de una línea de corriente. 
Conforme la porción entra en una región en la que se reduce la presión, 
la porción aumenta su velocidad a causa de que la presión tras la por- 
ción que la empuja supera la presión que hay frente a la porción. 
Aplicando la segunda ley de Newton a una pequeña porción de aire 
(figura 13.17) de masa m que se mueve a lo largo de una línea de co- — o 












rriente horizontal, se tiene Las líneas de corriente se han hecho visibles gracias al 
rastro del humo. Las partículas de fluido siguen 
du trayectorias suavemente curvadas. (Holger Babinsky. 2003 
Es e Phys. Educ. 38 497-503.) 
El fluido tiene densidad p y la porción tiene área A y grosor Af, de forma Porción | At » 
que el volumen y la masa de la porción son A Af! y m = pA Af. La fuerza F a | 
es debida a la presión P que hay detrás de la porción y ligeramente dife- PA TL (P + APJA 
rente a la presión que hay frente a ella P + AP. Esta fuerza viene dada por A 


Línea de pe A — 
F = (PIJA) — (P + APA = —AAP corriente ja 





A 
Dado que la porción es pequeña, se puede expresar AP mediante una 
aproximaci ón diferencial FIGURA 13.17 La porción pequeña se mueve a lo 
largo de la línea de corriente hacia la región de menor 
AP dP dp pelan: 
aa 7 biien 4P=—áAl 
Al dx dx 


Sustituyendo en la segunda ley de Newton, da 





dp du 
—AT— Af = pA Al — 
dx P di 
Simplificando, se obtiene 
dv 
—dP = d: 
Pd ij 
Como v = dx/ dí, se llega a 
dP = —pudv 


Integrando a ambos lados, 


P, Ya 
| dP = —p | vo dv 
P D, 


1 


Donde la densidad, si permanece constante, sale como factor fuera de la integral. 
Resolviendo las integrales, se tiene 


Bl pS TO AO CA 
Eo” E, =3p07 — 2905 


Reagrupando términos, se obtiene la ecuación de Bernoulli a lo largo de una línea 
de corriente horizontal 


P,+3p0 =P + 5p02 13.16 
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Si la línea de corriente no es horizontal, la ecuación de Bernoulli, deducida en el 
problema 13.63, es 


P, + pgh, + 5pu2 =P, + pgh, + 3p0? 13.174 
ECUACIÓN DE BERNOULLI 


donde h, y h, son las alturas inicial y final, respectivamente. 





La ecuación de Bernoulli se puede reescribir de la forma La ecuación de Bernoulli relaciona 
| la presión y la velocidad entre dos 
P + pgh + 1pv? = constante 13.17b puntos que se encuentran sobre la | 
misma línea de corriente de un fluido 
ECUACION DE BERNOULLI]I ideal. 


Una aplicación especial de la ecuación de Bernoulli se da cuando el fluido está en 
reposo. Entonces v, = 0, = 0, y se obtiene 


P, — P, = pgh, — pgh, = pg Ah 


Que es el mismo resultado que la ecuación 13.7. 


LEA Ley de Torricelli 


Un depósito grande de agua, abierto por arriba, tiene un orificio pequeño a una 
distancia Ah por debajo de la superficie del agua. Hallar la velocidad del agua 
cuando escapa por el orificio. 


PLANTEAMIENTO Las líneas de corriente empiezan en la parte superior del 
agua y continúan a través del agujero. Apliquemos la ecuación de Bernoulli a los 
puntos a y b de la figura 13.18. Como el diámetro del orificio es mucho menor que 
el diámetro del depósito, podemos despreciar la velocidad del agua en su parte PD RA aca 
superior (punto a). 








SOLUCIÓN 
1. Según la ecuación de Bernoulli, con v, = 0: P,+ pgh, +0=P, + pgh, + 5 po? 
2. La presión en los puntos a y bes la misma, P.. , ya que ambos Pta Y LE 


están abiertos al aire: 1 
O Pus + pgh, += Paca pgh, + PU; 


3. Despejar la velocidad v, del agua que fluye por el orificio: vu, = 2g(h, — h,) = 2g Ah 


por lo tanto, v, =| W2g Ah 





COMPROBACIÓN Se puede resolver el problema directamente utilizando la con- 
servación de la energía mecánica con el agua y la Tierra como sistema. La masa mm 
del agua que sale por el agujero durante un tiempo dado es igual a la masa de 
agua que ha desaparecido de la parte superior del agua (descenso del nivel 
de agua). Entonces, la disminución de energía potencial mg Ah hace crece la ener- 
gía cinética ¿mv?, Igualando y despejando o, se obtiene el resultado del paso 3. 









COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 13.1 


- En una piscina olímpica, el agua circula cí- 
clicamente a través de un filtro propulsada 
por una bomba. El agua vuelve a entrar en 
la piscina a través de unas boquillas. El cho- 
rro de agua que sale por las boquillas llega 
casi al otro extremo de la piscina antes de 
disiparse. Conforme el agua pierde veloci- ' 
dad, ¿aumenta la presión tal como indica la 
ecuación de Bernoulli? 








PROBLEMA PRÁCTICO 13.11 Si el agua que fluye por el orificio estuviera diri- 
gida verticalmente hacia arriba, ¿qué altura alcanzaría? 









En el ejemplo 13.10, el agua sale del orificio con una velocidad igual a la 
que tendría si cayese en caída libre una distancia h. Esta propiedad de un 
fluido se conoce como ley de Torricelli. 
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En la figura 13.19, se muestra agua que está circulando por una tubería horizontal 
que tiene una región de menor diámetro. Como ambas partes del tubo tienen la misma 
altura, entonces /1, = h, en la ecuación 13.17a, y la ecuación de Bernoulli se reduce a 


P + 5pú? = constante 13.18 


Cuando el fluido se introduce en el estrechamiento, al ser menor el área A, la velo- 
cidad v deberá, en consecuencia, ser mayor, para que se mantenga constante el pro- 
ducto Av. Pero, si la velocidad aumenta, la presión debe disminuir, puesto que 
P + 5pvu? debe permanecer constante. Por consiguiente, se reduce la presión en la 
parte estrecha. 


Cuando el aire u otro fluido pasa a través de un estrechamiento aumenta la 
velocidad del fluido y desciende su presión. 


EFECTO VENTURI 


Esta propiedad de un fluido se conoce como efecto Venturi y el estrechamiento se 
conoce como venturi. La ecuación 13.18 tiene gran importancia, ya que simplifica 
los cálculos en muchas situaciones donde pueden ignorarse los cambios de altura. 
Los coches de carreras aprovechan el efecto Venturi para aumentar la fuerza hacia 
abajo que actúa sobre el coche. El resultado es un aumento 
de la fuerza normal que realiza el pavimento sobre el coche, 
lo que hace aumentar la fuerza de rozamiento estático ne- 
cesario para una mayor maniobrabilidad del coche y un 
mejor control de la velocidad. 

En la figura 13.20, se representan las líneas de corriente 
del flujo de un fluido. La dirección de las líneas denota la 
dirección del flujo y el espaciado entre ellas representa su 
velocidad. Cuanto menor es el espacio entre líneas, mayor 
es la velocidad. En el flujo horizontal, cuando la velocidad 
aumenta, la presión disminuye, por lo que cuando las líneas 
de corriente se juntan la presión disminuye. 











FIGURA 13.198 Estrechamiento en una 
tubería por la que circula un fluido. La presión 
es menor en la sección más estrecha de la 
tubería, que es donde el fluido se mueve más 
rápidamente. 





El alerón de este coche de Fórmula 1 lanza el aire hacia arriba aumentando 
así la fuerza hacia abajo sobre el coche para un mejor control a velocidades 
elevadas. Además, debido al efecto Venturi, se reduce la presión bajo el 
cuerpo del coche, lo que produce una fuerza hacia abajo que aumenta su 


FIGURA 13.20 estabilidad. (Schlegelmilch/Corbis.) 





FIGURA 13.21 Pulverizador. 
Apretando el bulbo de la izquierda se 
obliga al aire a atravesar la parte estrecha 
del tubo, lo que hace que la presión se 
reduzca respecto a la presión 
atmosférica. Debido a la diferencia de 
presiones que resulta de ello, el líquido 
contenido en el vaso se ve forzado a 
introducirse en la corriente de aire a 
través del tubo vertical y emerge por la 
boquilla. Un efecto análogo tiene lugar 
en el carburador de un motor de 
gasolina. 





Y COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 13.1 | 


En el pulverizador de la figura 
13.21, el tubo horizontal reduce su 


sección transversal justo en el 
punto donde se une al tubo verti- 
cal. ¿Este estrechamiento es funcio- 
nal o simplemente se debe a que el 
tubo vertical es más estrecho? 
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Ejemplo 13.11 Ñ El tubo de venturi 





Un tubo de venturi es un aparato para medir la velocidad de un fluido. Un fluido de densi- 
dad p, circula por una tubería de área transversal A, que posee un estrechamiento de área A, 
(figura 13,22). Las dos partes de la conducción están conectadas por un manómetro, un tubo 
en forma de U, parcialmente lleno de un líquido de densidad p,. Como la velocidad de flujo 
es mayor en el estrechamiento, la presión en esta sección es menor que en la parte ancha de 
la tubería. La diferencia de presión viene medida por la diferencia Ah de los niveles del lí- 
quido en el tubo en U. Expresar la velocidad v, en función de la altura medida Ah y las mag- 
nitudes conocidas py, p, y r = A, /A,. 


PLANTEAMIENTO Las presiones P, y P, en las regiones más ancha y más estrecha de la tu- 
bería están relacionadas con las velocidades v, y ú, por la ecuación de Bernoulli. La diferen- 
cia de presión está relacionada con la altura Als, Mediante la ecuación de continuidad puede 
expresarse v, en función de v, y las áreas A, y A,. 


SOLUCIÓN 


1. Expresar la ecuación de Bernoulli en una conducción Bi 3PpU? ly. + 5,02 
horizontal para las regiones más ancha y más estrecha 


de la tubería: 


2. Expresar la ecuación de continuidad para las dos regiones, 
y despejar v, en función de v, y las áreas A, y A,: 


0D, A, = 0,A, 


ps 


pan 
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E A AA a A AA 
FIGURA 13.22 Un venturímetro. 


de modo que 0, =-——D, = PD, 


A, 


3. Sustituir el valor de v, en la ecuación del paso 1 y 
obtener una ecuación para P, — P,: 


1 


4. Escribir P, — P, en función de la diferencia de altura A) del P, 
agua en las ramas del tubo en U. Esta diferencia de presión es 
igual a la caída de la presión en una columna del líquido de 
altura Ah menos la caída de presión de una columna del 
fluido de la misma altura: 


5. Igualar las dos expresiones de P, — P, y despejar v, en 
función de Ah: 


de donde v, = 


COMPROBACIÓN Veamos si las dimensiones del resultado del paso 5 son correctas. Un co- 
ciente entre densidades es adimensional como lo es el cociente entre áreas, r. Por tanto, las 
dimensiones de v, son las mismas que W2g A/1. Las dimensiones de £ son de longitud sobre 
tiempo al cuadrado, de forma que gh tiene dimensiones de longitud al cuadrado entre tiempo 
al cuadrado. Al tomar la raíz cuadrada obtenemos las dimensiones de la velocidad. 


PROBLEMA PRÁCTICO 13.12 Determinar v, si Ah = 3 cm, r = 4, el fluido es aire (p, = 
1,29 kg m*) y el líquido del tubo en U del tubo de venturi es agua (p, = 10* kg/m). 


El aire es un fluido compresible por lo que el cálculo del problema práctico 13.12 
no es tan exacto como el del ejemplo 13.10. Estrictamente hablando, la ecuación de 
Bernoulli y la ecuación de continuidad sólo se cumplen para fluidos incompresi- 
bles. 

El ala de un avión es un perfil aerodinámico (figura 13.23) que en condiciones not- 
males produce la curvatura de las líneas de corriente (siguiendo la propia curvatura 
de la superficie del perfil). Durante el análisis que vamos a hacer para probar que las 
líneas de corriente curvas producen sustentación (fuerza ascendente sobre el ala) 
vamos a despreciar cualquier variación de la presión debida a la gravedad del aire. 
Además, el análisis se hará en el sistema de referencia que se mueve con el ala. 

Una porción de aire que se mueva a lo largo de la línea de corriente curvada se 
acelerará en la dirección centrípeta hacia el centro de curvatura de la línea de co- 
rriente. Para las líneas de corriente que están por encima del ala, la dirección de 


P, = P,= 30503 — 01) =2pp(1r? — Do 


2 
1 


= P,= p, 8 Ah — pg Ah = (p, — pplg Ah 











A 


o o e 
FIGURA 13.23 La función de un perfil 
aerodinámico es curvar las líneas de corriente. 
En condiciones normales, las líneas de 
corriente siguen la curvatura del perfil. El 
perfil que se muestra es muy delgado, como 

el ala de un ave rapaz. Es muy eficiente 
produciendo sustentación. 
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esta aceleración es más o menos hacia abajo. Por tanto, la fuerza neta sobre la por- 
ción de aire será hacia abajo. Esto significa que la presión del aire que está justo 
por encima de la porción es mayor que la presión del aire que está justo por debajo 
de la porción. Como consecuencia, la presión del aire es mayor en puntos que están 
más lejos del ala que en los puntos que están más cerca de la superficie del ala. La 
presión lejos del ala es la presión atmosférica; por tanto, la presión sobre la super- 
ficie superior del ala es menor que la atmosférica. Las porciones de aire en las lí- 
neas de corriente que pasan por debajo del ala también se aceleran hacia abajo. 
Entonces, como la presión del aire lejos de la parte inferior del ala es la atmosférica 
se concluye que la presión en la parte inferior del ala es superior a la atmosférica. La 
sustentación sobre el ala se debe a que la presión en la parte inferior del ala es 
mayor que en la parte superior. 

Aplicando la segunda ley de Newton (F = ma) a una porción de aire (fi- 
gura 13.24) con área A y grosor Ar moviéndose a velocidad v, tenemos 


E 


(P + APA) — PA = (pA An 


donde r es la distancia de la porción al centro de curvatura de la línea de corriente, 
res la densidad del aire, P es la presión sobre la superficie de la porción de aire que 
se encuentra más cerca del centro de curvatura, mientras que P + AP es la presión 
sobre la superficie opuesta de la porción. Simplificando y reagrupando, 


AP _ 2 
Ar di y 
Cuando Ár es muy pequeño 
PO y 
EE 13.19 
or F 


La derivada de esta ecuación representa el cambio de la presión en la dirección per- 
pendicular a las líneas de corriente. Se ha introducido el símbolo de derivada parcial 
porque la presión también varía en la dirección tangente a las líneas de corriente. 

Ahora mostraremos cómo varía la presión con la posición a lo largo de la línea 
de corriente. Consideremos una porción pequeña de aire que se mueve a lo largo 
de la línea de corriente que pasa sobre el ala. Cuando la porción está lejos, pero 
frente al ala, su presión es la atmosférica. Conforme la porción pasa por encima del 
ala, su presión diminuye y aumenta de velocidad. Supongamos que el punto 1 se 
encuentra frente al ala, pero lejos de ella, y el punto 2 se encuentra justo encima del 
ala, y que ambos están a lo largo de la misma línea de corriente. Las presiones en 
ambos puntos están relacionadas mediante la ecuación de Bernoulli: 


P, +3pu? =P, + 3pu2 13.20 


(En este caso, la ecuación de Bernoulli es una mera aproximación, pues el aire es 
compresible y viscoso.) El punto 1 está lejos del ala y su presión P, será igual a la 
atmosférica, v, es la velocidad del aire en el punto 1. Como hemos visto antes, la 
presión P, sobre el ala es menor que la atmosférica. La ecuación 13.20 indica que si 
P, < P,, entonces v, < 0,. Por tanto, la ecuación de Bernoulli predice que las por- 
ciones de aire aumentan de velocidad conforme pasan por encima del ala. Además, 
las porciones de aire que pasan por debajo del ala pierden velocidad. 
Consideremos ahora una pelota de béisbol que rota mientras se mueve a través 
del aire en calma. La figura 13.25 muestra esta situación desde un sistema de refe- 
rencia moviéndose con la pelota. Conforme la pelota rota tiende a arrastrar el aire 
de su alrededor. Como resultado, las líneas de corriente se curvan. El aire que 
rodea la pelota ejerce una presión sobre porciones de aire que se mueven a lo largo 
de las líneas de corriente. Si las líneas de corriente se curvan, habrá fuerzas de pre- 
sión resultantes sobre las porciones en la dirección centrípeta. Entonces, como su- 
cede con el ala, la presión justo encima de la pelota es menor que la presión por 
debajo de ella, que es la presión atmosférica. Las líneas de corriente que están justo 
por debajo de la pelota son casi rectas, así que la presión que hay debajo de la pe- 


Linea de corriente 





Porción ' 


Centro de curvatura 





FIGURA 13.24 La fuerza centrípeta que 
actúa sobre la porción de aire que se mueve a 
lo largo de la línea de corriente se debe a la 
diferencia de presiones que hay a ambos lados 
de la porción. 








FIGURA 13.25 La pelota se mueve de 
derecha a izquierda, de forma que en el 
sistema de referencia de la pelota las líneas de 
corriente del aire se mueven de izquierda a 
derecha. 
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lota es prácticamente la misma que la que hay lejos de ella, que es igual a la at- 
mosférica. Como la presión encima de la pelota es menor que la que hay debajo de 
ella, el aire ejercerá una fuerza ascendente sobre la pelota. De esta forma, no caerá 
al suelo tan rápido como si sólo actuara la gravedad sobre ella. 

Aunque la ecuación de Bernoulli resulta muy útil para describir cualitativa- 
mente muchas de las características de un fluido en movimiento, normalmente re- 
sulta inadecuada cuando se compara cuantitativamente con los resultados 
experimentales. La explicación es que los gases como el aire no son incompresibles, 
y los líquidos como el agua poseen viscosidad; lo que invalida la suposición hecha 
de que se conserva la energía mecánica. Además, normalmente resulta difícil man- 
tener el flujo estacionario sin que se produzca turbulencia, y este fenómeno influye 
en gran medida en los resultados. 


FLUJO VISCOSO 


De acuerdo con la ecuación de Bernoulli, si un fluido fluye estacionariamente por 
una tubería horizontal estrecha y de sección transversal constante, la presión será 
constante a lo largo de la tubería. En la práctica se observa una caída de presión 
según nos desplazamos en la dirección del flujo. Considerando este fenómeno de 
otro modo, podemos ver que se requiere una diferencia de presión para empujar y 
conseguir la circulación de un fluido a través de un tubo horizontal. Es necesaria 
esta diferencia de presión porque el fluido fluye a modo de capas muy finas y la 
capa de fluido que está en contacto con la pared interna del tubo es estacionaria de- 
bido a las fuerzas ejercidas por la pared sobre la capa. Conforme nos alejamos de la 
pared del tubo, la velocidad de cada capa es ligeramente superior a la de la anterior 
y cada capa es retenida por las fuerzas que ejercen sobre ella las capas que se mue- 
ven más lentamente que ella (de la misma manera, cada capa es arrastrada por la 
que está a su lado y se mueve a velocidad ligeramente superior). Estas fuerzas entre 
capas adyacentes se denominan fuerzas viscosas. Como resultado de su presencia, 
la velocidad del fluido tampoco es constante a lo largo del diámetro de la tubería 
siendo mayor cerca de su centro y tiende a cero en los bordes, donde el fluido entra 
en contacto con las paredes de la misma (figura 13.26). Sea P, la presión en el punto 
1 y P, la presión en el punto 2 a la distancia L (siguiendo la dirección de la corriente) 
del anterior. La caída de presión AP = P, — P, es proporcional al caudal: 


AP =P, — P,= IR 13:21 
DEFINICIÓN: RESISTENCIA 


donde [,, = vA es el caudal y la constante de proporcionalidad R es la resistencia al 
flujo, que depende de la longitud L del tubo, de su radio r y de la viscosidad del 
flujo. 


Ejemplo 13,12 Ñ Resistencia al flujo sanguíneo 





Cuando la sangre fluye procedente de la aorta a través de las arterias principales, las arte- 
riolas, los capilares y las venas, hasta la aurícula derecha, la presión (manométrica) des- 
ciende, aproximadamente, desde 100 torr a cero. Si el caudal es de 0,8 Lfs, hallar la 
resistencia total del sistema circulatorio. 


PLANTEAMIENTO La resistencia está relacionada con la caída de presión y el caudal por la 
ecuación 13.21. Utilizaremos la ecuación 13.9 para convertir los torr en kPa. 


SOLUCIÓN 


Expresar la resistencia en función de la caída de presión y el R =-— 
caudal, y expresar todos los términos en unidades del SI: l 





FIGURA 13.26 Cuando un fluido 
viscoso fluye por una tubería, su velocidad es 
mayor en el centro de la misma. Próximo a las 
paredes de la tubería el fluido tiende a 
permanecer en reposo. 





AP 100 torr 101 kPa 1L 1 cm* 
po. ——— Y E —_—— 





v  0800L/s 760torr 10%cm?  10—6m* 


= 16,61 kPa+s/m? = | 16,6 kPa - s/m* 
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COMPROBACIÓN Recordando que 1 Pa = 1N/m? podríamos expresar el resultado en la 
forma 1,66 kN + s/m?. Las dimensiones de la resistencia del aire son las dimensiones de pre- 
sión dividido por las de caudal. Las dimensiones de presión son las de fuerza dividido por las 
de longitud al cuadrado, y las de caudal son las de longitud al cubo dividido por las de tiempo. 
Entonces, las dimensiones de la resistencia son las dimensiones de presión por tiempo entre las 
dimensiones de longitud a la quinta potencia. Las unidades del resultado son correctas. 


A continuación, definiremos el coeficiente de viscosidad de un fluido. En la fi- 
gura 13,27, se muestra un fluido confinado entre dos placas paralelas, cada una de 
ellas de área A y separadas por una distancia z. Manteniendo la placa inferior en re- 
poso, se tira de la placa superior con velocidad constante v mediante una fuerza PF. 
Es necesario ejercer esta fuerza para tirar de la placa superior porque el fluido pró- 
ximo a la placa ejerce una fuerza viscosa de resistencia que se opone al movimiento. 
El fluido fluye a modo de finas láminas o capas y el movimiento se denomina flujo 
laminar. La velocidad del fluido entre las placas es prácticamente igual a v en un 
lugar próximo a la placa superior y próximo a cero cerca de la placa inferior, y varía 
linealmente con la distancia entre las placas. La fuerza F resulta ser directamente 
proporcional a v y A, e inversamente proporcional a la separación z entre las placas. FIGURA 13.27 Fluido viscoso entre dos 





La constante de proporcionalidad es el coeficiente de viscosidad y]: placas iguales de área A. Cuando se mueve la 
A placa superior respecto a la placa inferior, 
F=y Le 1205 cada capa de fluido ejerce una fuerza de 
z arrastre sobre las capas adyacentes. La fuerza 


j ] . ; . | necesaria para desplazar la placa superior es 
La unidad de viscosidad en el Sl es el N - s/m” = Pa - s. Una unidad antigua del proporcional a la velocidad v y al área A e 


sistema cgs, pero de uso común, es la dina cm”, llamada poise en honor del físico inversamente proporcional a la separación 
francés Poiseuille. Estas unidades están relacionadas por entre las placas z. 


1 Pa+s = 10 poise 13.23 


En la tabla 13.3, se muestran los coeficientes de viscosidad para varios T bl 13 7 asi AN 
fluidos a diferentes temperaturas. Generalmente, la viscosidad de un lí- abla 13, Coeficientes de viscosidad de 
quido aumenta cuando disminuye la temperatura. Así pues, en climas varios fluidos 

fríos, el aceite a utilizar para lubricar los motores de los automóviles 





debe tener un grado de viscosidad más bajo en invierno que en verano. Fluido TC 7, mPa-s 
Ley de Poiseuille Se puede demostrar que la resistencia R a la circu- Agua 0 1,8 
lación de un fluido de la ecuación 13.21 para un flujo estacionario en un 20 1,00 
tubo circular de radio r es 60 0,65 
RS snL 13.24 Sangre 37 4,0 
ed ; 
0% Aceite para motores 30 200 
Las ecuaciones 13.21 y 13.24 se pueden combinar para calcular la caída (SAE 10W) 
de presión en una longitud L de un tubo circular de radio ?: Glicerina 0 10000 
20 1410 
8nL 60 8l 
ÁP= a lla 13.25 
TY 


AÁlre 20 0,018 





LEY DE POISEUILLE 


La ecuación 13.25 se conoce con el nombre de ley de Poiseuille. Obsérvese que la 
caída de presión depende de la inversa de 1*, Si el radio del tubo se reduce a la 
mitad, para un caudal y viscosidad dados, la presión se reduce 16 veces; es decir, 
se necesita una presión 16 veces mayor para impulsar el fluido a través del tubo 
con el mismo caudal. Por ello, si por alguna razón se reduce el diámetro de los 
vasos sanguíneos o arterias, o bien el caudal de la sangre disminuye mucho, o bien 
la presión sanguínea debe subir para mantener el mismo caudal. Para el agua que 
fluye por una manguera larga del jardín, abierta por un extremo y conectada a una 
fuente de presión constante por el otro extremo, la caída de presión es fija. La caída 
de presión es la que existe desde la fuente de agua hasta el extremo abierto de la 
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manguera a presión atmosférica. Del mismo modo, el flujo es proporcional a la 
cuarta potencia del radio. Si el radio se divide por la mitad, el flujo disminuye en 
un factor de 16. Por tanto, el caudal aumenta en un factor mayor que 5 cuando se 
cambia la manguera que tiene un diámetro de media pulgada por otra cuyo diá- 
metro es de tres cuartos de pulgada. Esto es así porque (0,75/0,5)* = 5,1. 

La ley de Poiseuille se aplica sólo al flujo laminar (no turbulento) de un fluido 
de viscosidad constante que es independiente de la velocidad del fluido. La sangre 
es un fluido complejo formado por partículas sólidas de diferentes formas suspen- 
didas en un líquido. Los glóbulos rojos de la sangre, por ejemplo, son corpúsculos 
en forma de disco que están orientados al azar a velocidades bajas pero que, a ve- 
locidades altas, tienden a orientarse para facilitar el flujo. Así pues, la viscosidad 
de la sangre disminuye cuando aumenta la velocidad de flujo, de forma que no es 
estrictamente válida la ley de Poiseuille. Sin embargo, dicha ley es una buena apro- 
ximación que resulta útil cuando se quiere obtener una comprensión cualitativa 
del flujo sanguíneo. 

En el capítulo 25, se estudiará el flujo de corriente eléctrica I] por un hilo de 
metal. Una de las relaciones básicas de aquel capítulo es la ley de Ohm, AV = IR, 
donde AV es la diferencia de potencial y R es la resistencia eléctrica del hilo. Como 
veremos, la ley de Ohm es análoga a la ley de Poiseuille AP = [,,R. 


TURBULENCIA: NÚMERO DE REYNOLDS 


Cuando la velocidad de flujo de un fluido resulta suficientemente grande, se 
rompe el flujo laminar y se establece la turbulencia. La velocidad crítica por encima 
de la cual el flujo que fluye a través de un tubo presenta turbulencia depende de la 
densidad p, de la viscosidad del fluido y y del radio del tubo r. El flujo de un fluido 
puede caracterizarse mediante un número adimensional denominado Número de 
Reynolds N,, que se define así: 


_ 2rpv 
Y] 


NÑN 





13.26 


R 


donde v es la velocidad media del fluido. Los experimentos han demostrado que 
el flujo será laminar si el número de Reynolds es inferior a 2000, aproximadamente, 
y será turbulento si sobrepasa los 3000. Entre estos valores el flujo es inestable y 
puede variar de un tipo de flujo a otro. 


Ejemplo IRM Flujo sanguíneo en la aorta 


Calcular el número de Reynolds para la sangre que circula a 30 cms por una aorta de 1,0 cm 
de radio. Suponer que la sangre tiene una viscosidad de 4 mPa - s y una densidad de 
1060 kg fm. 


PLANTEAMIENTO Como el número de Reynolds, N,, es adimensional, podemos utilizar 


cualquier sistema de unidades con tal de que sea coherente. 


SOLUCIÓN 
2rpvw  2(0,010 m)(1060 kg/m?)(0,30 m/s) 


Expresar la ecuación 13.26 del Mi = 3 
número de Reynolds con todas las ds 4,0 x 10*Pa-s 


a expresadas en unidades = 15900 =|16x 10 





COMPROBACIÓN Como el número de Reynolds es inferior a 2000, este flujo será laminar 
y no turbulento, como era de esperar. 





Foto en falso color de la turbulencia de la 
sangre que entra y sale del corazón según se 
muestra en una imagen obtenida por 
resonancia magnética (IRM). Se ve en rojo el 
chorro de sangre sistólico que, procedente del 
ventrículo izquierdo, entra en la aorta; y en 
azul, la sangre que en el proceso diastólico 
procede a llenar los ventrículos. (Pickler 
International.) 








E 
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Temas de actualidad en Física 





Aerodinámica automotriz: rodar con el viento 


La forma y los acabados de la carrocería de un coche pueden reducir el rozamiento 
y el aumento del gasto de combustible. Por ello, muchos turismos tienen forma de 
perfil de ala de avión. Sin embargo, la curvatura del flujo de aire crea, sobre el techo 
del coche, una región de baja presión. Esa baja presión produce sustentación, lo que 
reduce la fuerza normal que realiza la carretera. Esto hace la conducción más difí- 
cil, especialmente en las curvas. La sustentación es proporcional al cuadrado de la 
velocidad. A las velocidades que se alcanzan en una carrera de coches, la sustenta- 
ción puede llegar a ser importante. La sustentación acaba produciendo una pérdida 
de tracción que en las curvas puede facilitar la salida de la pista. 

Los ingenieros mecánicos llaman “fuerza de adherencia” a un aumento de la 
fuerza normal, es decir, como una sustentación negativa. Para poder aumentar la 
velocidad en las curvas, los equipos utilizan diferentes métodos a fin de aumentar 
la fuerza de adherencia de sus coches. Los Fórmula 1 y los Indy utilizan grandes 
alerones, con la forma de una ala de avión invertida, para crear una mayor presión 
sobre los neumáticos del coche y aumentar así la adherencia. Los alerones se in- 
trodujeron en 1972 en los coches Indy. El registro de velocidad aumentó en 
32 km/h durante la primera vuelta.! Los coches Indy también redondean los bajos 
del coche para disminuir la presión. A velocidades de carrera, la fuerza de adhe- 
rencia puede llegar a ser superior al peso del coche.?% Algunos coches de carreras 
han llegado a utilizar ventiladores que extraen el aire de debajo del coche,* pero las 
reglas actuales no lo permiten. : : 

A qa e as dE causa de los chorros de aire que circulan por la 

Las modificaciones más visibles de los coches NASCAR son las aerodinámicas. parte trasera de la carrocería de este prototipo 
Tienen faldones rígidos a los lados y spoilers muy bajos en el frontal. Un Spolerads: —ensdoraralza gran velocidad. (Gentileza de 
menta la anchura trasera del coche y, en algunas pistas, es necesario incluso uno en Georgia Institute of Technology.) 
el techo. Los spoiler aumentan el arrastre e impiden que los coches sobrepasen los 
límites de velocidad establecidos por cuestiones de seguridad. En algunos casos, se 
colocan flaps en el techo que se abren cuando el coche se desestabiliza. Desde que 
se introdujeron en 1994, se han prevenido numerosos accidentes. 

En 1994, la Fórmula 1 prohibió redondear los bajos de los coches y requirió que 
fuesen planos. La idea fue reducir la velocidad en las carreras, a causa de la muerte 
de dos pilotos en una colisión.* Los equipos tuvieron dos semanas para poner en prác- 
tica esas reglas y averiguar cómo aumentar la fuerza de adherencia.” Todos los equi- 
pos utilizaron programas de modelización de dinámica de fluidos computacional 
(CFD), así como túneles de viento para hacer pruebas antes de ponerlas en práctica. 

Los equipos de carreras no sólo utilizan túneles de viento o programas CFD para 
verificar sus diseños. Un grupo de investigación del Instituto Tecnológico de Georgia 
modelizan la turbulencia que hay detrás de los camiones y prueban sus modelos en 
túneles de viento de pequeña escala. Encontraron que añadiendo un sistema de ren- 
dijas y compresores de aire se podía disminuir el arrastre del camión en un 35% a las 
velocidades típicas de las autopistas.? Los ensayos? hechos a velocidades de carretera 
mostraban un ahorro del 8 o 9%!" en el consumo de combustible. Tal vez, esta tec- 
nología que ha permitido aumentar tanto la velocidad de los coches pueda utilizarse 
pronto para ahorrar muchos litros de gasolina al año. 





La fuerza de arrastre aerodinámica se reduce a 
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1. La densidad, la densidad específica y la presión son magnitudes importantes definidas en 
la estática y dinámica de fluidos. 


2. El principio de Pascal, el principio de Arquímedes y la ecuación de Bernoulli se deducen 
de las leyes de Newton. 


*3, El efecto Venturi es un caso particular de la ecuación de Bernoulli. 


4. Las líneas de corriente curvas vienen acompañadas de un gradiente de presiones trans- 
versal. 


*5. La ley de Poiseuille da cuenta de la caída de la presión a causa de la viscosidad; el número 
de Reynolds se utiliza para predecir si un flujo es laminar o turbulento. 


TEMA OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 
A A q 5 EÍÑKP zo yPpP>P>P_o-yuQOOQ O O EOI 
1, Densidad La densidad de una sustancia es el cociente entre su masa y su volumen: 
dm 
p= AV 13.1 


Las densidades de la mayoría de los sólidos y líquidos son, aproximadamente, indepen- 
dientes de la temperatura y de la presión, mientras que las de los gases dependen en gran 
medida de estas magnitudes. 


A 


2. Densidad específica La densidad específica de una sustancia es el número que resulta de dividir su densidad por 














la del agua. 
3. Presión pe a 13.3 
Á 

Unidades 1 Pa = 1 N/m? 13.4 
1 atm = 760 mmHg = 760 torr = 29,9 inHg = 101,325 kPa = 14,7 lb/in* 13.9 
1 bar = 10* milibares = 100 kPa 13.10 

Presión manométrica La presión manométrica es la diferencia entre la presión absoluta y la presión atmosférica: 

a 
En un líquido | P = P, + pg Ah (p constante) 13.7 
En un gas En un gas como el aire, la presión disminuye exponencialmente con la altitud. 
Módulo de compresibilidad B=-— E dl 13.6 
AV/V 

4, Principio de Pascal Los cambios de presión aplicados a un fluido encerrado en un recipiente se transmiten sin 


disminución a todos los puntos del fluido y a las paredes del recipiente. 





5. Principio de Arquímedes Un cuerpo sumergido total o parcialmente en un fluido se ve sometido a una fuerza ascen- 
sional igual al peso del fluido desplazado. 


*6. Flujo de fluidos 


Flujo de masa y ecuación de continuidad Ly = pAv Flujo de masa 





ha 7 Lp = ¿m,,/di Ecuación de continuidad 13,14 
Caudal y ecuación de continuidad . LAO Caudal | 
para fluidos incompresibles A,d, = AD, Fluido incompresible 
Ecuación de Bernoulli A lo largo de una línea de corriente de un fluido ideal, incompresible y estacionario: 
Ñ P + gh + 5pú? = constante 13.17b 
Efecto Venturi Cuando el aire u otro fluido pasa a través de un paso estrecho, su velocidad aumenta y su 


presión disminuye. 
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TEMA OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 
Resistencia al flujo de fluidos AP-= ER 13.21 
Ls o FA 
Coeficiente de viscosidad n= r 13.42 
v/z 
UR Doe sal. E 
Ley de Poiseuille para el flujo viscoso AP = RI, = par 13.25 
Tr 
Flujo laminar, flujo turbulento y El flujo es laminar si el número de Reynolds N,, es menor que 2000 (aproximadamente) y 
número de Reynolds (opcional) turbulento si es mayor que 3000, donde N, viene dado por 
2rpv 
n= ÉL 13.26 
Y 
Respuestas a las comprobaciones Respuestas a los problemas prácticos 
conceptuales 13.1 (a) 7,97 kg/L, (b) hierro 
13.1 No. Los chorros de agua no se frenan debido a que en- 13.2 19 k 
tren en una región con mayor presión. 5e frenan de- » 5 
bido a las fuerzas viscosas que actúan sobre ellos. La 13.3 Con P, = 1,00 atm = 101 kPa, P = 2,00 atm, 
ecuación de Bernoulli sólo es válida si las fuerzas vis- p = 1000 kg/m, y y = 9,81 N/kg, tenemos, 
cosas pueden despreciarse. Ah = AP/'pg = 10,3 m. La presión a una profundidad 
de 10,3 es el dobl 2 en la s ficie. 
13.2 El estrechamiento es funcional. La región estrecha es Ñ O A 
un venturi. Cuando se aprieta el bulbo, la presión en la 13,4 h = P/pg = 0,760 m = 760 mm 
parte estrecha disminuye por debajo de la presión at- E 
mosférica debido al efecto Venturi. Esto reduce la pre- 13.5 (a) 338 mmHg, (b) 0,444 atm 
sión en el tubo vertical de forma que el líquido 135 La densidad específica del material es 2,7, que es la del 
asciende. aluminio. 
13.7 72,9 N 
13.8 45 por ciento 
13.9 Il, = VA = 9,4 X 10 m*/s. Es costumbre expresar el 


ritmo de bombeo del corazón en litros por minuto. 
Utilizando 1 m* = 1000 L y 1 min = 60 s, tenemos 
I,, = 5,7 L/min. 
13.10 Si D, y d, son las velocidades inicial y final, y A, y A, 
son las áreas inicial y final, la ecuación 13,15 da 
A, Tr(0,30cm? 


py ==, = (10 cms) = 23 cmfs 
A (020cmY 


13:11 El agua alcanzaría una altura hi; es decir, el mismo nivel 
que el agua tiene en el depósito. 





13.12 5,51 més 


| Problemas 3% 


En algunos problemas se dan más datos de los realmente * — Concepto simple, un solo paso, relativamente fácil 
necesarios; en otros pocos, deben aportarse algunos datos a ++ Nivel intermedio, puede exigir síntesis de conceptos 
partir de conocimientos generales, fuentes externas o 


ñ ea «ee  Desafiante, para alumnos avanzados 
estimaciones lógicas. 


an Ñ . ==" La solución se encuentra en el Manual de soluciones 
En los datos numéricos sin coma decimal se deben 


considerar significativos todos los dígitos, incluidos los Los problemas consecutivos que están sombreados son 
ceros a la derecha del último diferente de cero. problemas relacionados. 





PROBLEMAS CONCEPTUALES 





1 e Sila presión manométrica se duplica, la presión absoluta (1) 
se reduce a la mitad, (b) se duplica, (c) no se modifica, (4) aumenta en 
un factor mayor que 2, (e) aumenta en un factor menor que 2. 


2 * Dos objetos esféricos difieren en masa y en tamaño. El objeto 
A tiene una masa que es ocho veces la masa del objeto B. El radio del 
objeto A es dos veces el radio del B. ¿Cómo están relacionadas sus den- 
sidades? (a) p, > Pgr (0) p, < Pur (c) pa, = Pgo (1) falta información. 


3 * Dos objetos difieren en masa y en tamaño. El objeto Á tiene 
una masa que es ocho veces la masa del objeto B. La densidad del objeto 
Á es cuatro veces la del B. ¿Cómo están relacionados sus volúmenes? 
(a) V, =3Vg (0) V, = Va, (0) Y, = 2V 4, (d) falta información. "8P 


4 * Una esfera se construye encolando dos semiesferas. La den- 
sidad de cada una de ellas es uniforme, pero una tiene mayor densidad 
que la otra, Verdadero o falso: la densidad media de la esfera es la 
media aritmética de las dos densidades. Explicar con claridad los razo- 
namientos. 


5 + APLICACIÓN BIOLÓGICA, PÓNGALO EN SU CONTEXTO En 
numerosas películas de aventuras el héroe y la heroína escapan de los 
malos sumergiéndose bajo agua durante largos periodos de tiempo. 
Para conseguirlo, respiran a través de un junco vacío. Imaginar que en 
una película el agua está tan limpia que los protagonistas tienen que su- 
mergirse por lo menos a 15 m de profundidad para no ser vistos. 
Explicar por qué no es posible rodar esa escena. 


6 ee Dos objetos están en equilibrio como muestra la figura. Los 
objetos tienen el mismo volumen pero diferente masa. Suponer que todos 
los objetos de la figura son más densos que el agua y que, por tanto, nin- 
guno de ellos flotaría en agua. ¿Se verá modificada la situación de equili- 
brio si se sumerge todo el sistema en agua? Explique la respuesta. 





FIGURA 13.28 Problema 6 


7 «* Un bloque de 200 g de plomo y otro de 200 g de cobre 
están cubiertos de agua, suspendidos de un hilo justo por encima 
del fondo de un acuario lleno de agua. ¿Cuál de las siguientes afir- 


maciones es cierta? "app 


(a) La fuerza ascensional es mayor en el plomo que en el cobre. 
(b) La fuerza ascensional es mayor en el cobre que en el plomo. 
(c) La fuerza ascensional es la misma en ambos bloques. 

(4) Se necesita más información para decidir entre las anteriores. 


8 ++ Un bloque de 20 cm* de plomo y otro de 20 cm* de cobre 
están cubiertos de agua, suspendidos de un hilo justo por encima 
del fondo de un acuario lleno de agua. ¿Cuál de las siguientes afir- 
maciones es cierta? 

(a) La fuerza ascensional es mayor en el plomo que en el cobre. 

(b) La fuerza ascensional es mayor en el cobre que en el plomo. 

(c) La fuerza ascensional es la misma en ambos bloques. 

(4) Se necesita más información para decidir entre las anteriores. 


Problemas 451 


9 e* Dosladrillos se sumergen completamente en agua. El ladrillo 
1 está hecho de plomo y tiene dimensiones rectangulares 2” X 4" x 8”. 
El ladrillo 2 está hecho de madera y tiene dimensiones rectangulares 
1% x 8” x 8”, Verdadero o falso: el empuje sobre el ladrillo 2 es mayor 
que el empuje sobre el 1. 


10 es La figura 13.29 muestra un dispositivo que consiste en una 
botella de plástico flexible, cerrada y parcialmente llena de agua en 
cuyo interior hay un tubo de ensayo colocado boca abajo de modo que 
en su punto más alto tiene una burbuja de aire. Normalmente, el tubo 
flota, pero cuando se aprieta con fuerza la botella, el tubo se hunde. (1) 
Explicar los motivos. (b) Explicar la física que hay detrás del hecho de 
que un submarino puede hundirse silenciosamente simplemente de- 
jando entrar agua en los tanques que hay cerca de la quilla. (c) Explicar 
por qué una persona que flota en el agua realiza pequeñas oscilaciones 
arriba y abajo conforme va respirando. 


mm Aire atrapado 


Aire < £ En E 
atrapado 






Tubo 
| Agua 
de ensayo en 
hen 22 
| Í 
A PRD 

FIGURA 13.29 Problema 10 
11 +* Un objeto tiene una densidad ligeramente inferior a la del 


agua, de modo que flota casi totalmente sumergido. Sin embargo, el ob- 
jeto es más compresible que el agua. ¿Qué ocurre si se da al objeto un li- 
gero impulso para sumergirlo totalmente? 


12 e* Enel ejemplo 13.11, el fluido acelera y adquiere una mayor 
velocidad cuando pasa a través de la parte estrecha del tubo. Identificar 
las fuerzas que actúan sobre el fluido en la entrada a la región estrecha 
para producir esta aceleración. 


13 +* Un vaso con agua se acelera hacia la derecha sobre una su- 
perficie horizontal. ¿Cuál es el origen de la fuerza que produce la acele- 
ración sobre un pequeño elemento de agua en mitad del vaso? 
Explicarlo mediante un diagrama. Ayuda: la superficie del agua no perma- 
necerá al mismo nivel debido a la aceleración del vaso. Dibujar el diagrama de 


fuerzas que actúan sobre el elemento de aqua. "S88P 


14 e* Una persona está sentada en un bote que flota en un estan- 
que muy pequeño. Toma el ancla y la echa al agua. ¿Se modifica el nivel 
del agua en el estanque? 


15 «* Una tubería horizontal se estrecha en una conducción pa- 
sando de un diámetro de 10 cm en la localización A a otro de 5 cm en la 
localización B. Para un fluido no viscoso incompresible que circula sin 
turbulencias por su interior desde la localización Á a la B, ¿cómo son las 
velocidades en dichas localizaciones? (a) v, = 0, (b) v, = Do 
(0) o, = 305, (d) v, = 20q, (e) 0, = 407. 


16 ese Una tubería horizontal se estrecha en una conducción pa- 
sando de un diámetro de 10 cm en el punto Á a otro de 5 cm en el punto 
B. Para un fluido no viscoso e incompresible que circula sin turbulen- 
cias por su interior desde el punto Á al B, ¿cómo son las presiones en di- 
chos puntos? (a) P, = P., (b) P, =3P. (0) P, =3Pp (8) P, = 2P5, 
(e) P, = 4P,, (£) faltan datos. 
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17 — *e APLICACIÓN BIOLÓGICA La figura 13.30 muestra un es- 
quema de un agujero construido por un perro de las praderas. La geo- 
metría de las dos entradas es tal que la entrada 1 está rodeada por un 
montículo mientas que en la entrada 2 el terreno es llano. Explicar cómo 
es posible que el túnel se mantenga ventilado e indicar la dirección del 
aire por el interior del túnel. '335pp 





FIGURA 13.30 Problema 17 


ESTIMACIÓN Y APROXIMACIÓN 





18 e* Se desea colocar un dispositivo en un globo para tomar me- 
didas de la presión del aire. El dispositivo tiene una masa de 25 kg. 
Estimar el diámetro que debe tener un globo lleno de helio para que sea 
capaz de elevar el dispositivo. Despreciar la masa del globo y el empuje 
sobre el dispositivo. 


19 *** PÓNGALO EN SU CONTEXTO Su amigo quiere iniciar un ne- 
gocio para dar paseos en globos de aire caliente. El globo vacío, la cesta 
y los ocupantes tiene una masa total de 1000 kg. Si el globo tiene un diá- 
metro de 22 m cuando está lleno de aire caliente, estimar la densidad 
necesaria del aire caliente. Despreciar el empuje de las personas y la 
cesta. 





DENSIDAD 
20 * Hallar la masa de una esfera de plomo de 2,00 cm de radio. 
21 * Una habitación rectangular mide 4,0 m X 5,0 m X 4,0 m. 


En condiciones normales, ¿cuál sería la masa de aire que hay en la 
habitación? "seme 


22 * Una estrella de neutrones tiene, aproximadamente, la 
misma masa que el Sol, pero su radio mide unos 10 km. ¿Qué canti- 
dad de masa de esa materia cabría en una cucharita de café? 


23 +* Una pelota de 50 g consiste en una corteza esférica de plás- 
tico llena de agua. La esfera tiene un radio exterior de 50 mm y un radio 
interior de 20 mm. ¿Cuál es la densidad del plástico? 


24 ++ Se llena un recipiente de 60 mL con mercurio a 0 "C (figura 
13.31). Cuando se eleva su temperatura 80 *C, se salen 1,47 g de mercu- 
rio del recipiente. Supo- 
niendo que el volumen del 
recipiente permanece cons- 
tante, calcular el cambio en 
la densidad del mercurio a 
80 "€ si su densidad a 0 *C 
es de 13,645 kg mí. 


0"C 





FIGURA 13.31 Problema 241 


25 «+ Una esfera está hecha de oro y tiene un radio y, y otra esfera 
está hecha de cobre y tiene un radio r.. Si las esferas tienen la misma 
masa, ¿cuánto vale el cociente Fl Py 


26 *.. Desde 1983, la casa de la moneda americana está acuñando 
peniques que están hechos de zinc con un baño de cobre. La masa de 
estos peniques es de 2,5 g. Suponer que las monedas son cilindros uni- 
formes de 1,23 mm de altura y 9,5 mm de radio. Suponer que el baño de 
cobre está uniformemente distribuido sobre toda la superficie. Si la den- 
sidad del zinc es 7140 kg m? y la del cobre es 8930 kg m* ¿Cuál es el 
grosor del baño de cobre? 


PRESIÓN 





27 * Las lecturas barométricas en los países de habla inglesa sue- 
len venir dadas en pulgadas de mercurio (inHg). Hallar en inHg la pre- 
sión de 101 kPa. 


28 * La presión sobre la superficie de un lago es la presión at- 
mosférica P.,,, = 101 kPa. (a) ¿A qué profundidad la presión es el doble 
de la atmosférica? (b) Si la presión en la superficie de un recipiente pro- 
fundo que contiene mercurio es P.,, ¿a qué profundidad la presión es 


igual a 2P_, ? 


alte? 


atm' 


29 + APLICACIÓN BIOLÓGICA Un avión vuela a 2400 m de alti- 
tud. Los oídos se equilibran durante el vuelo con frecuencia, de forma 
que la presión del aire del oído interno se iguala a la presión que hay en 
el exterior del avión. La trompa de Eustaquio permite el equilibrio, pero 
puede quedar obstruida. Si se obstruye, las presiones no se pueden 
igualar durante el descenso, de forma que la presión del oído interno se 
mantiene igual a la que tenía cuando estaba a 2400 m de altura. Cuando 
el avión aterriza, la cabina se presuriza con la presión a nivel del mar. 
Calcular la fuerza que actúa entonces sobre el tímpano del oído, debido 
a la diferencia de presiones, si el área del tímpano es de 0,5 cm?. 


30 e El eje de un recipiente cilíndrico está en posición vertical. Se 
llena el recipiente con masas iguales de agua y aceite. El aceite flota 
sobre la superficie del agua y la superficie del aceite está a una altura h 
del fondo del cilindro. La presión en el fondo del cilindro es de 10 kPa 
mayor que la presión sobre la superficie del aceite. Calcular h. La den- 
sidad del aceite es de 875 kg/m. d 


31 e APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Se utiliza un elevador hi- 
dráulico para levantar un automóvil de 1500 kg de masa. El radio 
del eje del elevador es 8 cm y el del pistón es de 1 cm. ¿Cuánta fuerza 
debe aplicarse al pistón para levantar el automóvil? Ayuda: el eje del 
elevador es otro pistón. "Sepa 


32 » APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Un coche de 1500 kg está 
apoyado sobre cuatro ruedas, que se encuentran infladas a una pre- 
sión manométrica de 200 kPa. ¿Cuál es el área de contacto de cada 
rueda con el suelo, suponiendo que las cuatro ruedas soportan el 
peso por igual? 


33 e* ¿Qué presión se necesita para reducir el volumen de 1 kg de 
agua desde 1,00 L a 0,99 L? ¿Se podría producir esta compresión en el 
océano, donde la máxima profundidad es de 11 km? 


34 e* Una mujer está en una zapatería y mientras se prueba unos 
zapatos con tacones altos da un paso de forma que deja caer todo su 
peso sobre el tacón del zapato. Si su masa es de 56 kg y el área del tacón 
es de 1 cm”, ¿cuál será la presión ejercida sobre el suelo? Comparar la 
respuesta con la presión ejercida por el pie de un elefante de 5000 kg 
que apoya sus cuatro patas sobre el suelo, suponiendo que su peso se 
reparte por igual entre sus cuatro patas y que el área de cada pata es de 
400 cm. 





35 e+*e Enel siglo xvn, Blaise Pascal realizó el 
experimento indicado en la figura 13.32. Se llenó 
con agua un barril de vino al que se le conectó 
luego un tubo largo y se fue añadiendo agua por 
el tubo hasta que reventó el barril. El radio de la 
tapa del barril era de 20 cm y la altura del agua 
en el tubo era de 12 m., (4) Calcular la fuerza ejer- 
cida sobre la tapa debido al aumento de presión. 
(b) Si el tubo tenía un radio interior de 3 mm, 
¿qué masa de agua del tubo produjo la presión 
que reventó el barril? 


l 


FIGURA 13.32 
Problema 35 





36  *"* APLICACIÓN BIOLÓGICA Se hace fluir plasma sanguíneo 
desde una bolsa a través de un tubo hasta la vena de un paciente, en un 
punto en que la presión de la sangre es de 12 mmHg. La densidad especí- 
fica del plasma a 37 "C es 1,03. ¿Cuál es la altura mínima a la que deberá 
estar la bolsa para que el plasma entre en la vena? 


37 «+ APLICACIÓN BIOLÓGICA Mucha gente cree que si se hace 
flotar la parte superior de un tubo snorkel (tubo de respiración) fuera del 
agua (figura 13.33), podrían res- 
pirar con él mientras están pase- 
ando bajo el agua. Sin embargo, 
la presión del agua se opone a la 
dilatación del pecho y al inflado 
de los pulmones. Supóngase 
que apenas se puede respirar si 
se está tumbado en el suelo con 
un peso de 400 N sobre el pecho. 
¿A qué profundidad por debajo 
de la superficie del agua podría 
estar el pecho para poder respi- 
rar aún, si se supone que la su- 
perficie del pecho es de 0,09 m?? 


FIGURA 13.33 
Problema 37 





38  *"* APLICACIÓN A LA INGENIERÍA En el ejemplo 13.3, una 
fuerza de 150 N se aplica a un pequeño pistón para levantar un coche 
que pesa 15000 N, Demostrar que este hecho no viola la ley de conser- 
vación de la energía mecánica. Tenga en cuenta que cuando el coche se 
eleva una distancia h, el trabajo realizado por la fuerza de 150 N que 
actúa sobre el pistón pequeño es igual al trabajo realizado por el pistón 
grande sobre el coche. 


39 ++ Un pescador deja caer accidentalmente un plomo de pesca 
de 5 kg por la borda de un barco que está justo encima de la parte más 
profunda de la fosa de las Marianas, cerca de Filipinas. Calcular el por- 
centaje de cambio de volumen que sufre el plomo cuando cae al fondo 
de la fosa que está a 10,9 km de profundidad. 


4  **.* El volumen de un cono de altura h y radio de la base r es 
V = rr? h/3. Se llena con agua una jarra que tiene la forma de un cono 
de 25 cm de altura que se apoya sobre su base de radio 15 cm. Se en- 
rosca la tapa (base del cono) y se pone en posición vertical de forma 
que la jarra descansa sobre la base. (4) Hallar el volumen y el peso del 
agua contenida en el recipiente. (b) Suponiendo que la presión dentro 
de la jarra en la parte superior del cono es 1 atm, hallar la fuerza ejer- 
cida por el agua sobre la base del recipiente. Explicar cómo puede ser 
mayor esta fuerza que el peso del agua. 
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FLOTACIÓN 





41 * Una pieza de cobre de 
500 g (densidad específica 8,96) 
se sumerge en agua y se sus- 
pende de un dinamómetro (fi- 
gura 13.34). ¿Qué fuerza indicará 
el índice del dinamómetro? 


FIGURA 13.34 
Problema 41 





42 e Cuando una determinada roca se suspende de un dinamó- 
metro, éste marca 60 N. Sin embargo, cuando la roca se sumerge en 
agua marca 40 N. ¿Cuál es la densidad de la roca? 


43 * Un bloque de un material desconocido pesa 5 N en aire y 
4,55 N cuando se sumerge en agua. (a) ¿Cuál es la densidad del ma- 
terial? (b) ¿De qué material está hecho el bloque? "semr 


44 * Un trozo de metal pesa 90 N en aire y 56,6 N cuando se 
sumerge en agua. Determinar la densidad de este metal. 


45 ese Un objeto flota en el agua con el 80% de su volumen por de- 
bajo de la superficie. El mismo objeto situado en otro líquido flota con 
el 72% de su volumen por debajo de la superficie. Determinar la densi- 
dad del objeto y la densidad específica del líquido. 


46 es Seata un bloque de 5 kg de hierro a un dinamómetro y se su- 
merge en un fluido de densidad desconocida. La escala del dinamóme- 
tro marca 6,16 N, ¿Cuál es la densidad del fluido? 


47 es Un trozo de corcho 
pesa 0,285 N en aire. Cuando se 
mantiene sumergido bajo el agua 
mediante un dinamómetro, como 
se ve en la figura 13.55, la escala 
marca 0,855 N, Hallar la densi- 
dad del corcho, 


FIGURA 13.35 
Problema 47 





48 e* En condiciones estándar, la densidad del aire es de 1,29 kg 'm* 
y la del helio es de 0,178 kg 'm”. Un globo lleno de helio levanta una bar- 
quilla y su carga con un peso total de 2000 N. ¿Cuál deberá ser el volu- 
men mínimo del globo? 


49 es Un objeto posee una fuerza ascensional neutra cuando su 
densidad iguala a la del líquido en donde se encuentra sumergido, de 
forma que ni flota ni se hunde. ¿Qué masa de plomo debería añadirse a 
un nadador de 85 kg y de densidad media 0,96 kg 'L que bucea en agua 
dulce para que su fuerza ascensional fuese neutra? m3wp 
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50 e* Un vaso de precipitados 
de masa 1 kg contiene 2 kg de agua 
y descansa sobre una balanza. Un 
bloque de 2 kg de aluminio (densi- 
dad 2,70 X 10% kg/m*) suspendido 
de un dinamómetro se sumerge en 
agua (figura 13.36). Determinar las 
lecturas de ambas balanzas. 









Aluminio 


FIGURA 13.36 
Problema 50 pu uE 


51 «+ APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Cuando en la base de una presa 
se forman grietas, el agua que se introduce en las grietas ejerce una fuerza 
ascensional que tiende a levantar la presa. Esto puede provocar su hundi- 
miento. Estimar la fuerza ascensional ejercida por el agua que se introduce 
por algunas grietas de la base sobre una presa de 2 m de espesor y 5 m de 
longitud. El nivel del agua está a 5 m por encima de las grietas. 

52 e. APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CONTEXTO Un 
globo sonda meteorológico lleno de helio tiene una masa de 15 kg 
(globo más helio más instrumentos) y una forma esférica con un radio 
de 2,5 m. (4) Cuando se suelta el globo desde el nivel del mar, ¿cuál es 
la aceleración inicial a la que está sometido? (b) Si la fuerza de arrastre 
sobre el globo viene dada por F,, = 3751? po?, donde r es el radio del 
globo, p es la densidad del aire, y v es la velocidad a la que sube el 
globo, calcular la velocidad límite ascendente. 


533 *..* APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Un barco que navega por 
agua de mar (densidad específica 1,025) se encuentra de repente nave- 
gando por agua dulce, donde lógicamente se hunde ligeramente. 
Cuando en un puerto descarga 600 000 kg, vuelve a su posición original, 
suponiendo que los laterales del barco son verticales en la línea de flo- 
tación, calcular la masa del barco antes de la descarga. "ESWF 


ECUACIÓN DE CONTINUIDAD 
Y ECUACIÓN DE BERNOULLI 





Nota: para los problemas de esta sección, suponer que el 
flujo es laminar, estacionario y no-viscoso en todos los 
casos, excepto si se indica lo contrario. 


54 e A través de una manguera de 3 cm de diámetro fluye agua a 
una velocidad de 0,65 m/s. El diámetro de la boquilla es de 0,30 cm. 
(a) ¿A qué velocidad pasa el agua a través de la boquilla? (b) Si la bomba, 
situada en un extremo de la manguera, y la boquilla, en el otro extremo, 
tienen la misma altura y si la presión en la boquilla es la presión atmos- 
férica (1 atm), ¿cuál es la presión en la bomba? 


55 * Está fluyendo agua a 3 m/s por una tubería horizontal bajo 
una presión de 200 kPa. La tubería se estrecha hasta la mitad de su diá- 
metro original. (4) ¿Cuál es la velocidad del flujo en la sección estrecha? 
(b) ¿Cuál es la presión en la sección estrecha de la tubería? (c) ¿Qué re- 
lación existe entre el volumen de agua que fluye por la sección estrecha 
cada segundo con el que circula a través de la sección más ancha? "sepp 


56 ee Lapresión en una sección de 2 cm de diámetro de una tu- 
bería horizontal es de 142 kPa. El agua fluye a través de la tubería 
con un caudal de 2,80 Ls. ¿Cuál deberá ser el diámetro de una sec- 
ción más estrecha de la tubería para que la presión se reduzca a 
101 kPa? Supóngase que el flujo es laminar y no viscoso. 


Ó<- AA 





57 e. APLICACIÓN BIOLÓGICA Por una aorta de 9 mm de radio 
fluye sangre a 30 cm/s. (a) Calcular el caudal en litros por minuto. 
(b) Aunque el área de la sección recta de un capilar es mucho menor que 
la de la aorta, existen muchos capilares, de forma que el área total de sus 
secciones rectas es mucho mayor. Si toda la sangre procedente de la 
aorta pasa a los capilares en donde la velocidad de flujo es de 1,0 mms, 
calcular dicha área total. "spp 


58 ee El agua fluye a través de un tubo cónico de sección trans- 
versal circular que une dos tubos cilíndricos, uno de 0,45 m de radio en 
el lado izquierdo y otro de 0,25 m en el lado derecho. Si el agua fluye a 
15m?8s cuando pasa por el tubo de 0,45 m de radio y el flujo es lami- 
nar, perfecto y estacionario, (1) ¿cuál es la velocidad del flujo de agua 
que pasará por el tubo de 0,25 m de radio? (b) ¿Cuál será la velocidad 
del flujo de agua en una posición del tubo cónico que está a una dis- 
tancia x del extremo izquierdo del tubo cónico? 


59 e.* APLICACIÓN A LA INGENIERÍA El gran oleoducto de Alaska 
(800 millas de longitud y 8000 millones $ de inversión) tiene una capa- 
cidad máxima de 240 000 m* de crudo por día. Su radio externo es de 
60 cm en la mayor parte de su recorrido, Determinar la presión P' en 
un punto donde la tubería tiene un radio igual a 30 cm. Tomar como 
presión en la sección de 60 cm el valor P = 180 kPa y como densidad 
del crudo, 800 kg/m. 


60 es A través de un tubo de venturi como el del ejemplo 13.11 
fluye agua a lo largo de una tubería de diámetro 9,5 cm que en el estre- 
chamiento se reduce a 5,6 cm. El manómetro en U está parcialmente 
lleno de mercurio. Determinar la velocidad del flujo de agua en la tu- 
bería de 9,5 cm de diámetro si la diferencia entre los niveles de mercu- 
rio del tubo en U es de 2,40 cm. 


61 e. APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 

TEXTO Una tubería flexible horizontal transporta agua fría a través de 

un aparato de laboratorio. Para mantener el aparato refrigerado se ne- 

cesita que circule un caudal mínimo de 0,05 L/s. La sección transver- 

sal es circular y tiene un radio de 0,5 cm. Fuera del aparato la tubería 

se ensancha, siendo su radio de 1,25 cm. Calcular la caída de presión ' 
que debe haber para que se mantenga el caudal. 58 


62 e* La figura 13.57 muestra un tubo de Pitot estático, dispositivo 
que se usa para determinar la velocidad de un gas. El tubo interior está 
enfrentado al fluido cuya velocidad se quiere determinar, mientras que 
el cilindro agujereado, conectado con el otro extremo del tubo, es para- 
lelo al flujo del gas. Demostrar que la velocidad del gas viene dada por 
vi = 2ohlp, — PP, donde p es la densidad del líquido usado en el 
manómetro y p, es fa densidad del gas, 


A A A A il 





FIGURA 13.37 Problema 62 





63 *+.*. Deducir la ecuación de Bernoulli teniendo en cuenta 
ahora que el fluido puede cambiar su altura durante el movi- 
miento. Utilizando el teorema trabajo-energía demostrar que la 

aa . 4 4 1 e A 
ecuación 13.16 se convierte en P, + pgh, +3p0] = P, + pgh, + 3pU5 
(ecuación 13.17). =p 


64 «*... Un barril grande de cerveza de altura H y área transver- 
sal A, se llena con cerveza. La parte superior está abierta a la presión 
atmosférica. En la parte inferior existe una espita abierta de área A,, 
mucho menor que A,. (a) Demostrar que la velocidad de la cerveza 
que sale por la espita es, aproximadamente, v2gh cuando la altura 
de la cerveza es h. (b) Demostrar que en la aproximación según la 
cual A, < A,, la variación de altura h por unidad de tiempo de la 
cerveza viene dada por dh/dt = —(A,' A, QghY?. (c) Calcular h en 
función del tiempo si hh = H para t = 0. (4) Hallar el tiempo total ne- 
cesario para vaciar el barril si H=2m, A, = 0,8 mé, y A, = (10) A de 
Supóngase que el flujo es laminar y no viscoso. 


65 ee Un sifón es un dispositivo usado para transferir líquido de 
un recipiente a otro, tal como se muestra en la figura 13.38. Para empe- 
zar a funcionar, el tubo debe llenarse con líquido, pero, una vez lleno, el 
líquido fluirá hasta que las superficies del fluido de ambos recipientes 
estén al mismo nivel. (a) Usando la ecuación de Bernouilli, demostrar 
que la velocidad del agua en el tubo es v = V2gd. (b) ¿Cuál es la pre- 
sión en el punto más alto del tubo? Supóngase que el flujo es laminar y 
no viscoso. 





FIGURA 13.38 Problema 65 


66 e* Una fuente diseñada para lanzar al aire una columna de agua 
de 12 m de altura, tiene una boquilla de 1 cm de diámetro al nivel del 
suelo. La bomba de agua está a 3 m por debajo del suelo. La tubería que 
la conecta a la boquilla tiene un diámetro de 2 cm. Hallar la presión que 
debe suministrar la bomba. Supóngase que el flujo es laminar y no vis- 
COSO. 


67 e* Un chorro de agua a 20 “C sale de un grifo (con sección trans- 
versal circular) con un caudal de 10,5 cm? verticalmente hacia abajo. 
(a) Si el diámetro del grifo es de 1,2 cm, ¿cuál es la velocidad del agua? 
(b) Conforme el agua cae, el chorro se hace cada vez más estrecho. ¿Cuál 
es el nuevo diámetro del chorro a 7,5 cm del grifo? (c) Si un flujo se 
vuelve turbulento cuando el número de Reynolds está por encima de 
2300, ¿a qué distancia del grifo se vuelve turbulento este chorro? 
¿Concuerda con nuestras observaciones cotidianas? 


68  ** APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO La brigada de bomberos quiere construir un sistema de bombeo 
para transportar agua del mar a la cima del acantilado que está a 12 m 
de altura. Si la bomba es capaz de producir una caída de presión de 150 
kPa, ¿qué cantidad de agua (en L/s) se puede bombear para que salga 
por una manguera de 4 cm de radio? 


sg *"+.*e MÚLTIPLES PASOS En la figura 13.39, H es la profundidad 
del líquido y h la distancia desde la superficie hasta el orificio de salida 
del agua. (12) Hallar la distancia x a la que el agua incide sobre el suelo 
en función de h y H. (b) Demostrar que existen dos valores de h que son 
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equidistantes del punto lH , que dan la misma distancia x. (c) 
Demostrar que x es máxima cuando | = 5H. ¿Cuál es el valor de esta 
distancia máxima x? Supóngase que el flujo es laminar y no viscoso. 


FIGURA 13.39 
Problema 69 





*FLUJO VISCOSO 





70 e Por un tubo horizontal con un diámetro interior de 1,2 mm 
y una longitud de 25 cm circula agua con un flujo de 0,30 mL /s. Hallar 
la diferencia de presiones que se necesita para impulsar el agua si su 
viscosidad es de 1,00 mPa + s. Supóngase que el flujo es laminar. 


71 e. Hallar el diámetro de un tubo que tendría un flujo de agua 
doble del indicado en el problema 70 si la diferencia de presiones ha de 
ser la misma. 


72 + APLICACIÓN BIOLÓGICA La sangre tarda aproximadamente 
LO s en fluir por un capilar del sistema circulatorio humano de 1 mm de 
longitud. Si el diámetro del capilar es de 7 micrometros y la caída de pre- 
sión de 2,60 kPa, calcular la viscosidad de la sangre. Supóngase que el flujo 
es laminar. 


73 * Cuando se alcanza un número de Reynolds de 3 x107 se pro- 
duce una transición de forma que la fuerza de resistencia sobre una es- 
fera disminuye bruscamente. Estimar la velocidad a la que se produce 
esta transición en una pelota de béisbol y comentar si este fenómeno 
puede o no jugar un papel en la física del juego. S8wP 


74 ese Un tubo horizontal de 1,5 cm y 25 m de longitud se conecta 
a una fuente de agua que mantiene una caída de presión de 10 kPa. 
¿Cuál es la velocidad del agua si sale a 20 *C? ¿Y si sale a 60 "C? 


75 «* Un gran tanque está lleno de aceite hasta una profundidad 
de 250 cm. La densidad del aceite es 860 kg/m” y su viscosidad 
180 mPa + s. Si las paredes del tanque tienen 5 cm de grosor y se prac- 
tica un agujero cilíndrico de 0,75 cm de radio en la base del tanque, 
¿cuál es el caudal inicial en Ls que sale por el agujero? 


76 e... Laley de Stokes establece que la fuerza de resistencia sobre una 
esfera de radio 4 cuando el número de Reynolds es muy bajo viene dada 
por F,, = 6rnaw, donde y es la viscosidad del fluido por el que se mueve la 
esfera. Usando esta expresión, determinar la velocidad límite de ascenso en 
gaseosa de una burbuja esférica de dióxido de carbono de 1 mm de diá- 
metro (densidad 1,1 X10* kg 'm'; viscosidad 1,8 mPa - 5). ¿Cuánto tiempo 
invertirá la burbuja en ascender hasta la superficie en un vaso típico de ga- 
seosa de 20 cm de altura? ¿Este tiempo coincide con la experiencia habi- 
tual? 


PROBLEMAS GENERALES 





7 *« Un grupo de adolescentes nada hacia una balsa de ma- 
dera rectangular de 3 m de ancho por 2 m de largo y 9 cm de grosor. 
La madera tiene una densidad de 650 kg/m”. ¿Cuántos chicos se 
pueden subir sobre la balsa sin que se hunda si cada uno tiene una 
masa de 75 kg? 584 


78 * Una pelota de ping-pong de 2,7 g está sujeta mediante 
una cuerda al fondo de una vasija. Cuando la vasija se llena con 
agua, de modo que la pelota está completamente sumergida, la ten- 
sión de la cuerda es 7 mN. Determinar el diámetro de la pelota. 
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79 e El agua de mar tiene un módulo de compresibilidad de 
2,3 X 10% N /rr?. Hallar la densidad del agua de mar a una profundidad en 
donde la presión vale 800 atm si la densidad en la superficie es 1025 kg 'm?. 


80 * Un bloque sólido cúbico de arista 0,6 m está suspendido de 
una balanza de muelle. Si el bloque se sumerge en agua, la balanza 
marca una lectura que es el 80% de la correspondiente al bloque en el 
aire. Determinar la densidad del bloque. 


81 e* Un bloque de madera de masa 1,5 kg flota sobre el agua 
con el 68% de su volumen sumergido. Un bloque de plomo se sitúa 
sobre la madera y ésta se sumerge completamente. Determinar la 
masa del bloque de plomo. "swP 


82 «+ Un cubo de poliestireno, de 25 cm de arista, se pesa me- 
diante una balanza de brazos iguales. La balanza está equilibrada 
cuando una masa de latón de 20 g se sitúa en el platillo opuesto de la 
balanza. Determinar la masa real del cubo de poliestireno. Despreciar 
el empuje sobre los brazos de la balanza, pero no sobre el cubo. 


83 e* Una corteza esférica de cobre con un diámetro exterior de 
12 cm flota sobre el agua con la mitad de su volumen por encima de la 
superficie del agua. Determinar el diámetro interior de la corteza. La ca- 
vidad del interior de la corteza está vacía, 


84 e* Un vaso de 200 mL medio lleno de agua está equilibrado en 
el platillo izquierdo de una balanza cuando en el otro platillo colocamos 
una determinada cantidad de arena. Un cubo de 4 cm de arista se ata a 
una cuerda y se sumerge totalmente en el agua. El cubo no toca el fondo 
del vaso. Se añade un peso m al platillo derecho para recuperar el equi- 
librio. ¿Cuánto vale m2? 


gs  ** APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CONTEXTO 
El petróleo crudo a temperatura ambiente tiene una viscosidad apro- 
ximada de 0,8 Pa - s. Un oleoducto de 50 km ha de construirse desde 
un yacimiento de petróleo hasta la terminal de buques petroleros, El 
oleoducto tiene que distribuir petróleo a la terminal a razón de 500 L/s 
y el flujo debe ser laminar para minimizar la presión necesaria para 
impulsar el fluido a través de la tubería. Suponiendo que la densidad 
del crudo es de 700 kg 'm?, estimar el diámetro que el oleoducto debe 
tener. "app 


86 ++ A través del tubo de la figura 13.40 fluye agua que sale a 
la atmósfera por C. El diámetro del tubo es 2,0 cm en A, 1,0 cm en B 
y 0,8 cm en €. La presión manométrica del tubo en A es 1,22 atm y 
el caudal, 0,8 L/s. Los tubos verticales están abiertos al aire. 
Determinar el nivel (sobre la línea media que se muestra) de las in- 
terfases líquido-aire en los dos tubos verticales. Supóngase que el 
flujo es laminar. 


FIGURA 13.40 
Problema 86 





87 +. APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU COM- 
TEXTO Un camión que distribuye gasóleo para calefacción tiene una 
manguera de 1 cm de radio. La densidad específica del aceite es de 0,875 
y su coeficiente de viscosidad de 200 mPa - s. ¿Cuál es el mínimo tiempo 
que se necesita para llenar un depósito de 208 litros? "spp 


88 e* Un tubo en U se llena de agua hasta que el nivel del líquido 
está a 28 cm por encima del fondo del tubo, En una de las ramas del tubo 
se vierte ahora un aceite de densidad específica 0,78 hasta que el nivel del 
agua en la otra rama se encuentra a 34 cm por encima del fondo del tubo. 
Determinar el nivel de las interfases aceite-aire y aceite-agua en la rama 
donde se hizo el vertido del aceite. 





(a) 


FIGURA 13.41 Problema 88 


89 «* Un globo de helio puede levantar justamente una carga de 
750 N, La capa externa del globo tiene una masa de 1,5 kg y un volumen 
despreciable. (1) ¿Cuál es el volumen del globo? (b) Si el volumen del 
globo fuese el doble del calculado en (a), ¿cuál sería la aceleración ini- 
cial del globo al transportar una carga de 900 N? "spp 


90 +* Una esfera hueca de radio interior R y radio exterior 2R está 
formada de un material de densidad p, y flota en un líquido de densidad 
2, El interior se llena ahora de material de densidad p' de tal modo que 
la esfera flota justamente totalmente sumergida. Determinar p'. 


91 es Como mencionábamos al tratar la ley barométrica, la dismi- 
nución relativa de la presión atmosférica es proporcional al cambio de 
altura. En términos matemáticos, tenemos dP/P = —Cdhi, donde C es 
una constante. (1) Demostrar que P(h) = rula donde P, es la presión 
en hh = 0, es una solución de la ecuación diferencial. (b) Sabiendo que la 
presión a la altura h = 5,5 km es la mitad que al nivel del mar, determi- 
nar la constante €. 


92 es APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Un submarino tiene una 
masa total de 2,4 X 106 kg, incluyendo la tripulación y el equipo. La nave 
consta de dos partes: la cabina presurizada, que tiene un volumen de 
2 x 10% mé, y los tanques de inmersión, que tienen un volumen de 4 x 10* 
m*. Cuando el submarino navega sobre la superficie, los tanques de in- 
mersión se llenan de aire a presión atmosférica; cuando navega sumer- 
gido, estos tanques se llenan de agua marina. (2) ¿Qué fracción del 
volumen del submarino está por encima de la superficie cuando los tan- 
ques están llenos de aire? (b) ¿Qué cantidad de agua debe admitirse en 
los tanques para que el submarino neutralice exactamente su peso con la 
fuerza ascensional? Despreciar la masa del aire en los tanques y utilizar 
el valor 1,025 para la densidad específica del agua del mar. 


933 +... APLICACIÓN BIOLÓGICA La mayoría de las especies de 
peces tienen un saco membranoso expandible, llamado vejiga natatoria. 
Cuando este órgano se llena con el oxígeno captado por sus branquias, 
el pez asciende, y cuando se vacía, el pez desciende. Un pez de agua 
dulce tiene una densidad media de 1,05 kg'L cuando su vejiga está 
vacía. ¿Qué volumen debe tener la vejiga para que el pez se mantenga a 
flote en el interior del agua? La masa del pez es de 825 g. Suponer que la 
densidad del oxígeno es igual a la del aire en condiciones estándar. 
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Oscilaciones 


141 Movimiento armónico simple 

142 Energía del movimiento armónico simple 
14.3 Algunos sistemas oscilantes 

144 Oscilaciones amortiguadas 


145  Oscilaciones forzadas y resonancia 


n este capítulo, estudiaremos el movimiento oscilatorio. La cinemática del 
movimiento con aceleración constante se analizó en los capítulos 2 y 3. En 
este capítulo, presentamos la cinemática y la dinámica del movimiento con 
aceleración proporcional al desplazamiento respecto del equilibrio. Las osci- 
laciones se producen cuando se perturba un sistema y éste pierde su posición 
de equilibrio estable. Existen muchos ejemplos de oscilaciones presentes en 
la vida cotidiana: los barcos se balancean arriba y abajo, los péndulos de reloj osci- 
lan a un lado y otro, y las cuerdas y lengúetas de los instrumentos musicales vibran 
al producir los sonidos. 
Otros ejemplos, menos conocidos, son las oscilaciones de las moléculas de aire 
en las ondas sonoras y las oscilaciones de las corrientes eléctricas en los aparatos 
de radio y televisión. 


En este capítulo, vamos a estudiar el movimiento armónico simple, la forma 
más básica de movimiento oscilatorio. También vamos a tratar las oscila- 
ciones amortiguadas y forzadas. 
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Los "IWMONSTER TRUCKS” PUEDEN PASAR SOBRE 
CUALQUIER COSA, PERO ¿QUÉ IMPIDE QUE SUS 
CONDUCTORES SALTEN DESPEDIDOS POR LA 
VENTANA? Los MonsTER TRUCKS TIENEN UNOS 
ENORMES AMORTIGUADORES QUE AYUDAN A 
AMORTIGUAR SUS OSCILACIONES, 
PROPORCIONANDO UNA CONDUCCIÓN MÁS 
CÓMODA CUANDO PASAN SOBRE TERRENOS 
ANGOSTOS U OTROS CAMIONES. 

(Jeff Greenberg/Photoedit.) 





¿Cómo puede un mecánico 


determinar qué tipo de 
amortiguador necesita? 
(Véase el ejemplo 14.13.) 
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144 ENE 


Un tipo sencillo y muy frecuente en la naturaleza de movimiento oscilatorio es el 
movimiento armónico simple, como el de un cuerpo unido a un muelle (fi- 
gura 14.1). En el equilibrio, el muelle no ejerce ninguna fuerza sobre el cuerpo. 
Cuando éste se ve desplazado una distancia x de su posición de equilibrio, el mue- 
lle ejerce una fuerza —kx, que viene dada por la ley de Hooke:* 


F.= —kx 14,1 


X 


FUERZA RECUPERADORA LINEAL 


donde k es la constante del muelle, característica de su rigidez. El signo menos in- 
dica que se trata de una fuerza restauradora, es decir, que se opone al sentido del 
desplazamiento respecto al punto de equilibrio. Combinando la ecuación 14.1 con 
la segunda ley de Newton (F, = ma,), se tiene 


—kx = ma, 
es decir 
k dx k 
a. = ——x O —I=-——2e 14.2 
. m ( de m 


La aceleración es proporcional al desplazamiento y el signo negativo indica que la 
aceleración y el desplazamiento tienen sentido contrario. Esta es la característica 
que define el movimiento armónico simple y puede utilizarse para identificar sis- 
temas que presentan esta clase de movimiento. 


Siempre que la aceleración de un objeto sea proporcional a su desplaza- 
miento, pero con sentido opuesto, el objeto se moverá con movimiento ar- 
mónico simple. 


CONDICIONES DEL MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE EN FUNCIÓN 
DE LA ACELERACIÓN 


El tiempo que emplea el objeto desplazado para realizar una oscilación completa 
alrededor de su posición de equilibrio se denomina periodo T. El recíproco es la 
frecuencia f, que es el número de oscilaciones por unidad de tiempo: 

1 


=> 14.3 
f T 


La unidad de frecuencia es el ciclo por segundo (ciclo /s), que recibe el nombre de 
hertz (Hz). Por ejemplo, si el tiempo necesario para una oscilación completa es 
0,25 s, la frecuencia es 4 Hz. 

La figura 14.2 muestra cómo se puede obtener experimentalmente x en función 
de f para una masa sobre un muelle. La ecuación correspondiente a esta curva es 


x= Acosílot + Ó) 14.4 
POSICIÓN EN UN MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 


donde A, w y ó son constantes. El desplazamiento máximo x,.. respecto a la posi- 
ción de equilibrio se denomina amplitud A. El argumento de la función coseno, 


* La ley de Hooke se ha introducido en el capítulo 4, sección 5. 


Equilibrio 





FIGURA 14.1 Cuerpo unido a un muelle 
que descansa sobre una mesa sin rozamiento. 
Se mide el desplazamiento x desde la posición 
de equilibrio. El desplazamiento es positivo si 
el muelle se estira y negativo si el muelle se 
comprime. 





FIGURA 14.2 Una plumilla está sujeta a 
la masa de un muelle y el papel se mueve 
hacia la izquierda. Cuando el papel se mueve 
con velocidad constante, la plumilla va 
dibujando el desplazamiento x en función del 
tiempo f. (En este caso, hemos considerado x 
como positivo cuando el muelle se comprime.) 


Movimiento armónico simple 


wt + 0, se denomina fase de movimiento y la constante ó se denomina constante 
de fase. Esta constante corresponde a la fase cuando t = 0. (Obsérvese que 
cos(wt +68) = sen(wt +5 + 1/2); por lo tanto, expresar la ecuación como una fun- 
ción coseno o seno depende simplemente de la fase de la oscilación en el momento 
que elijamos como  = 0.) Si tenemos sólo un sistema oscilante, siempre podemos 
elegir + = 0 de modo que ó = 0. Si tenemos dos sistemas oscilantes con igual am- 
plitud y frecuencia, pero diferente fase, podemos elegir 6 = O para uno de ellos. Las 
ecuaciones de los dos sistemas son entonces 


x, = A, cos(wt) 


x, = A, cosíet + 6) 


Si la diferencia de fase ó es O ó un número entero de veces 27r, entonces se dice que 
los sistemas están en fase. Si la diferencia de fase 0 es 77 o un número entero impar 
de veces 7r, entonces se dice que los sistemas están fuera de fase en 180". 

Podemos demostrar que la ecuación 14.4 es una solución de la ecuación 14.2 de- 
rivando x dos veces respecto al tiempo. La primera derivada de x es la velocidad 
ps 


4 = 2% = —wAÁ senlot + 6) 


- 14,5 
di 


VELOCIDAD EN EL MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 


Derivando la velocidad respecto al tiempo, se obtiene la aceleración: 





le 8 A cos(wt + 8) 14.6 
a. == 2=>535= WA coslwt + Ó, ] 
qa qa 
Sustituyendo x por A cos(wt + 5) (véase la ecuación 14.4), se obtiene 
a, = —e?x 14.7 
ACELERACIÓN EN EL MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 
Comparando a, = —«w*x (ecuación 14.7) con a, = —(k/m)x (ecuación 14.2), vemos 


que x = A.cos (wt + 5) es una solución de la ecuación 14.2 (que puede escribirse de 
la forma dix / dé = —(k/m)x) si 
¡Z 14.8 


Non 


La amplitud A y la constante de fase $ pueden determinarse a partir de la posición 
inicial x, y la velocidad inicial v, del sistema. Haciendo t = Oen x = Á cos (cot + 0), 
se obtiene 


o = 


xXx, = Ácosó 14,9 
De igual modo, haciendo t = 0 en v, = dx/dt = — Ao sen (wt + 5), resulta 
Vo, = 7 Áw senó 14.10 


Estas ecuaciones pueden resolverse para Á y Ó en función de X,, U, y 00. 
El periodo T' es el tiempo mínimo para el que se cumple la relación 


1) =x(t + T) 
para cualquier t. Teniendo en cuenta esta relación y la ecuación 14.4, se llega a 


Acosí(wt + 5) = A cos[w(t + T) + 5] 
= A cosí(wt +56 +wT) 
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El balanceo debido a la acción de vientos 


fuertes en el edificio Citicorp de Nueva York 
se reduce mediante el amortiguador de la 
fotografía, instalado en uno de los pisos más 
altos. El amortiguador consiste en un bloque 
de 400 toneladas que está acoplado al edificio 
mediante un muelle cuya constante se elige de 
forma que la frecuencia natural del sistema 
muelle-bloque sea la misma que la frecuencia 
natural de balanceo del edificio. 51 el viento 
hace oscilar el edificio, el oscilador y el edificio 
oscilan con una diferencia de fase de 180%, con 
lo cual se reduce la oscilación. (Citibank.) 


Apéndice de matemáticas 
para más información sobre 


Trigonometría 
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La función coseno (y la función seno) repite su valor cuando la fase se incrementa 
en 27, de modo que 


Í 
wl =2rT 0 o =2m| 7) 


La constante «w se denomina frecuencia angular. La unidad es el radián por se- 
gundo y sus dimensiones son la inversa del tiempo, las mismas que la velocidad 
angular, que también se designa por w. Sustituyendo 27 /T por w en la ecuación 
14.4, se obtiene 


: | 
x= A cos| 27 + 5) 
E 
Analizando esta relación se ve que cada vez que f aumenta en T, la fase crece 277 y, 
por lo tanto, esto indica que se ha completado un ciclo completo del movimiento. 
La frecuencia es la recíproca del periodo 


1 
mM = 27 = 21f 14.11 


Como w = Vk/m, la frecuencia y el periodo de un objeto ligado a un muelle están 
relacionados con la constante de fuerza k y la masa 11 por 


1 1 k 
po T 27 Nm Plis 


La frecuencia crece cuando aumenta k (rigidez del muelle) y disminuye cuando au- 
menta la masa. La ecuación 14.12 proporciona una forma de medir la masa inercial 
de un astronauta en condiciones de ingravidez. 


PROBLEMA PRÁCTICO 14.1 

Un objeto de 0,8 kg está sujeto a un muelle de constante de fuerza k = 400 Nm. (a) De- | 
terminar la frecuencia y el periodo del movimiento del objeto cuando se desplaza del | 
equilibrio. (b) Repetir el apartado (4) pero con un objeto de 1,6 kg en lugar de uno de 
0,8 kg. Ayuda: revisar primero el ejemplo 14.4. 


ESTRATEGIA DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


Resolución de problemas de movimiento armónico simple 


PLANTEAMIENTO Elegir el origen del eje x en la posición de equilibrio. Para 
un muelle, elegir la dirección +x de tal forma que x sea positivo cuando el 
muelle se alarga. 


SOLUCIÓN No utilice las ecuaciones de la cinemática del movimiento con 
aceleración constante. Utilizar las que se han desarrollado para el 
movimiento armónico simple. 


COMPROBACIÓN Asegúrese de que su calculadora está en el modo correcto 
de ángulos (grados o radianes) cuando calcule las funciones trigonométricas 
y resuelva los problemas. 
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El astronauta Alan L. Bean midiendo la masa 
de su cuerpo durante el segundo viaje del 
Skylab, Lo hace sentándose en un asiento 
atado a un muelle y oscilando adelante y 
atrás. La masa total del astronauta más la del 
aparato está relacionada con su frecuencia de 
vibración por la ecuación 14.12. (NASA.) 
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ALAS Movimiento de un bote sobre las olas 
Un bote se balancea arriba y abajo. El desplazamiento vertical del bote y viene dado por 


1 7 
y = (1,2 m)cos( — E + 2) 
2.05 6 
(a) Determinar la amplitud, frecuencia angular, constante de fase, frecuencia y periodo del 
movimiento. (b) ¿Dónde se encuentra el bote cuando t = 1 s? (c) Determinar la velocidad y 
la aceleración en cualquier tiempo t. (4) Calcular los valores iniciales de la posición, la velo- 
cidad y la aceleración del bote. 


PLANTEAMIENTO Para determinar las magnitudes solicitadas en (1), comparamos la ecua- 
ción del movimiento 





> 
Y (1,2 m)cos( —+ + 2) Unos surferos esperando. (David 
20s 6 Pu'u/CORBIS.) 


con la ecuación estándar del movimiento armónico simple (ecuación 14.4). La velocidad y la 
aceleración se determinan derivando y(t). 





SOLUCIÓN 





1 : 

(2) 1. Comparar la ecuación correspondiente al y = (1,2 m)cos(| t+ 2) 

desplazamiento vertical del bote con la ecuación 2,05 6 

14.4, 1y = A cos (et + 6), para obtener A, w y ó: A o =|050rad/s| ¿5 -= 

0,50 rad/s 
2. La frecuencia y el periodo se deducen a partir Pe a sica 8 = 0,0796 Hz = | 0,080 Hz 
de w: 271 211 
=== —————=V1WV68s=| 138 
f 0,0796 Hz 
hi 
(b) Hacer f = 1 s para determinar la posición del bote: y = (1,2 m) cos| (050 rad/sM(1,0 s) + mn = 
: ? dy  d 

(c) La velocidad y la aceleración se obtienen derivando dh. de a [A cosílut + 6)] = —wA seníwt + 6) 


una y dos veces la posición respecto al tiempo: 


—(0,50 rad/s)(1,2 m)sen (050 rad/s)t + z| 
6 





(0,60 1/s)sen (030 rad/s)t + | 
6 


dv 


1 
a, = y E 3¡[HoA sení(wt + 65)] = —w* A cosíwt + 5) 


= —(0,50 rad/s*(1,2 m)cos (0,50 rad/s)t + z 
6 


=| —(0,30 m/s?) cos (0350 rad/s)t + z| 
6 


(4) Hacer t = 0 para determinar Y, Do Y Ao Y, = (1,2 m)cos Z = 1,04 = 


v,, = (0,60 m/s)sen E 
6 





Hoy 





= —(0,30 m/s?) cos Z= 
6 





COMPROBACIÓN Podemos comprobar si el resultado del apartado (4) es razonable utili- 
zando la ecuación 14.7, en + = 0 con y = 1,04 m y w = 0,5 rad fs. Sustituyendo en la ecuación 
14.7, se tiene que 2, = —(0,5 rad /'s)* (1,04 m) = —0,26 m/s” que es el mismo resultado que el 
obtenido en el apartado (d). 
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La figura 14.3 muestra dos masas idénticas sujetas a mue- 
lles iguales que descansan sobre una superficie sin roza- 
miento. Un muelle que se une al objeto 2 se estira 10 cm y el 
que se une al objeto 1 se estira 5 cm. 51 se dejan en libertad al 
mismo tiempo, ¿cuál de los dos cuerpos alcanza primero la 
posición de equilibrio? 

según la ecuación 14.12, el periodo depende sólo de k y mm, 
pero no de la amplitud. Como k y m tienen el mismo valor en 
ambos sistemas, los periodos son iguales. Por lo tanto, los obje- 
tos alcanzan la posición de equilibrio al mismo tiempo. El se- 
gundo objeto tiene que recorrer una distancia doble a la del 
primero para alcanzar el equilibrio, pero también posee una ve- 
locidad media doble. La figura 14.4 muestra un esquema de las 
funciones de posición de los dos objetos. La gráfica ilustra una 
propiedad general importante del movimiento armónico simple: 





10 Objeto 2 


En el movimiento armónico simple, la frecuencia y el 
periodo son independientes de la amplitud. 


pe] 


Objeto 1 


El hecho de que la frecuencia del movimiento armónico 
simple sea independiente de la amplitud tiene importantes 


consecuencias en muchos campos. En música, por ejemplo, 3 
significa que el tono (que corresponde a la frecuencia) de una 
nota que se toca en un piano no depende de la fuerza con que 10 


se toca la nota (es decir, de la intensidad de la misma que co- 
rresponde a la amplitud).* 51 las variaciones de amplitud tu- 
viesen un gran efecto sobre la frecuencia, los instrumentos 
musicales no serían armoniosos. 








FIGURA 14.4 Posición x en función de t para los sistemas de la 
figura 14,3. Ambos alcanzan la posición de equilibrio al mismo tiempo. 





LY Un objeto que oscila 


Un objeto oscila con frecuencia angular w = 8,0 rad/s. En t = 0, el objeto se encuentra en 
x = 4 em con una velocidad inicial o, = -—25 cm/s. (4) Determinar la amplitud y la cons- 
tante de fase para este movimiento. (b) Escribir x en función del tiempo. 


PLANTEAMIENTO La posición y velocidad iniciales nos proporcionan dos ecuaciones a 
partir de las cuales se determinan la amplitud A y la constante de fase ó. 


SOLUCIÓN 
(a) 1. La posición inicial y la velocidad están relacionadas con x= Acos(wt +6) y 
la amplitud y con la constante de fase. La posición di 
viene dada por la ecuación 14.4 y la velocidad se cr —wÁ seníwt + 6) 
calcula derivando con respecto del tiempo: | 
2. Cuando t =0, la posición y la velocidad valen: Y, = ACOSO Y D¿= —wAsenñó 
E o, —wÁ senó 
3. Dividir estas ecuaciones para eliminar A: A A e ted 
+ A cosó 
Un, 
4. Reemplazando por los valores numéricos, se obtiene ó: tgó = — AL por lo tanto, 
mi, 
Dor : | —25 cm / Ss 
a || A E 
dd, (8,0 rad/s)1(4,0 cm) 


0,663 rad = 


? En muchos instrumentos musicales existe una ligera dependencia de la frecuencia con la amplitud. El tono de la len- 
gúeta de un oboe, por ejemplo, depende de la fuerza con que se sople el instrumento porque la vibración no es exac- 
tamente armónica simple. Sin embargo, este efecto puede ser corregido por un músico experto, 
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5. La amplitud puede determinarse utilizando la ecuación A A 40cm 
para x, 0 0, Aquí utilizamos la de x,;: ES COLE A 





(b) Comparando con la ecuación 14.4, se obtiene x: 









COMPROBACIÓN Para ver si el resultado del apartado (b) es razonable, tomamos t = O y 
vemos que entonces x = 4 cm, lo que coincide con el dato del enunciado. 


Cuando la constante de fase es $ = 0, las ecuaciones 14.4, 14.5 y 14.6 se convier- PF ar 
ten en 4 2 
x= ÁAcos wt 14.134 | 
VD. = —wÁ sen wt 14.13b 
y 
a4.= —w?A cos wi 14.13c 


X 


Estas funciones vienen representadas en la figura 14.5. 





FIGURA 14.5 Gráficos de x, v, y a en función del tiempo t 
para 6 = 0, En f = 0, el desplazamiento es máximo, la velocidad 
es cero y la aceleración es negativa e igual a —w%A. La velocidad 
se hace negativa cuando el objeto se mueve hacia atrás buscando 
su posición de equilibrio. Después de un cuarto de periodo 

(+= T/4), el objeto está en equilibrio, x = 0, a, = 0 y la velocidad 
alcanza su valor máximo —wA. En t = T/2, el desplazamiento 
es —A, la velocidad es de nuevo cero y la aceleración —w?A, 
Ent=3T/4,x=0,9,=0y0,=+w4. 








ML AA Objeto ligado a un muelle Inténtelo usted mismo 





Un objeto de 2 kg se sujeta a un muelle como indica la figura 14.1. La constante de fuerza del 
muelle es k = 196 Nm. El objeto se mantiene a una distancia de 5 cm de la posición de equi- 
librio y se deja en libertad en el tiempo t = 0. (1) Determinar la frecuencia angular w, la fre- 
cuencia f y el periodo T. (b) Expresar x en función del tiempo. 


PLANTEAMIENTO Para resolver el apartado (1) utilice las ecuaciones 14.8 y 14.12. Para el 
apartado (b) utilice la ecuación 14.4. 





SOLUCIÓN 

Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 

Pasos Respuestas 

(a) 1. Calcular w utilizando w = Vk/m. mM = 
2. Utilizar este resultado para determinar f y T. sas | 1,58 Hz T=|06358 
3. Determinar A y Ó a partir de las condiciones iniciales. A = 5,00 cm ó = 0,00 ¡ 





(b) Expresar x(t) utilizando los resultados de A, w y 6. 





COMPROBACIÓN Como el bloque partió del reposo, la velocidad deber ser cero cuando 
f = 0. Para verificar esto, tomamos la derivada del resultado del apartado (b) y resolvemos 
para t = 0. Efectivamente, hacemos los cálculos y nos da que la velocidad es cero. 
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ALA Velocidad y aceleración de un objeto en un muelle 


Considerar un objeto ligado a un muelle cuya posición viene dada por la ecuación x = (5 cm) 
cos (9,90 s”? £). (a) ¿Cuál es la velocidad máxima del objeto? (b) ¿En qué instante se alcanza 
por vez primera esta velocidad máxima? (c) ¿Cuál es la aceleración máxima del objeto? 
(d) ¿En qué instante se alcanza por vez primera esta aceleración máxima? 


PLANTEAMIENTO Como el objeto se deja libre desde el reposo, ó = 0, y la posición, la ve- 
locidad y la aceleración vienen dadas por las ecuaciones 14.13n, by y c. 








SOLUCIÓN 
(a) 1. La posición se obtiene de la ecuación 14.131, con ó = 0, x= ÁCOS wi 
La velocidad se obtiene derivando con respecto del e 
tiempo: porlo tanto, v,= dE = —wÁ sen wtf 
2. La velocidad máxima tiene lugar cuando [sen «wt| = 1: v = wAlsen wl| 
y entonces, U.. = = (9,90 rad/s)(5,00 cm) 
(b) 1. [sen wt| = 1 se da por vez primera cuando wi = 71/12: [señaot| = 1. => ut==,—, —,**> 
E X= Y 
2. Despejar t cuando wl = 7/2: pa 
24  2(990s!) 
| dv. > 
(c) 1. Determinar la aceleración derivando la velocidad a, = 7 —wé Á COS wit 
obtenida en el paso 1 del apartado (1): ps | 
2. La aceleración máxima corresponde a cos wf= —1: Aus = A = (9,90 rad/s)*(5,00 cm) = | 490 cm/s? = ¿g 
(d) La aceleración máxima tiene lugar cuando [cos wt| = 1, lo t= a 





que ocurre cuando wi = 0, 7, 27, ...: 
COMPROBACIÓN Esperamos que la sea máxima cuando, después de t = 0, x alcance su 
valor máximo y esperamos que x sea mínima después de medio ciclo. Es decir, esperamos 
que la, | sea máxima cuando t = ¿T, donde T es el periodo. El periodo y la frecuencia angu- 
lar están relacionados a partir de la ecuación 14.11. Entonces, introduciendo w en función de 
T se tiene + = 71/(277/T) = 3T, como era de esperar. 


MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE Y MOVIMIENTO CIRCULAR 


Existe una relación entre el movimiento armónico simple y el movimiento circular con 
velocidad constante. Consideremos una partícula que se mueve con una velocidad 
cuyo módulo v es constante sobre una circunferencia de radio A, como se indica en la 
figura 14.64. El desplazamiento angular de la partícula respecto al eje x viene dado por 


0=wt+0 14.14 





FIGURA 14.6 Una partícula se mueve en 
una trayectoria circular con velocidad 
constante. (4) La componente x de la posición 
describe un movimiento armónico simple, y 
(b) la componente x de la velocidad describe la 
velocidad de un movimiento armónico simple. 
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donde d es el desplazamiento angular en el instante t = 0 y w = 0/A es la velocidad 
angular de la partícula. La componente x de la posición de la partícula viene dada por 


x= Acosó = A cosíwt + 6) 


que coincide con la ecuación 14.4 del movimiento armónico simple. 


Cuando una partícula se mueve con velocidad constante en una circunferen- 
cia, su proyección sobre el diámetro de la circunferencia se mueve con un 
movimiento armónico simple (figura 14.6). 


La velocidad de una partícula que se mueve sobre una circunferencia es rw, donde 
r es el radio. En el caso de la partícula de la figura 14.6b, r = A, por lo que su velo- 
cidad es Aw. La proyección del vector velocidad sobre el eje x da v, = —v sen 0, 
Sustituyendo los valores de y y de 0, se obtiene la ecuación 


v., = —vsend = —wÁ seníot + 6) 


que coincide con la ecuación 14.5 del movimiento armónico simple. La relación 
entre el movimiento circular y el movimiento armónico simple se puede ver en la 
imagen del rastro de burbujas que genera una hélice bajo el agua. 


142 EBAY o eo 
SIMPLE 





Cuando un objeto oscila con movimiento armónico simple, las energías cinética y 
potencial del sistema varían con el tiempo. Su suma, la energía total E = K + U, es 
constante. Consideremos un objeto a una distancia x del equilibrio, sobre el que 
actúa una fuerza de restitución —kx. La energía potencial del sistema es 


U =3kx? 


Esta es la ecuación 7.4. Para un movimiento armónico simple, x = A cos (wt + 0), 
y sustituyendo en la ecuación anterior, queda 


LU =5kA42 cosUwt + 5) 14.15 
ENERGÍA POTENCIAL DEL MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 


La energía cinética del sistema es 
K = ¿110? 


donde m es la masa del objeto y v su velocidad. En el movimiento armónico sim- 
ple, v, = —Aw sen (wt + 5). Sustituyendo, resulta 


K = 53mu?A? senvíot + 5) 


Teniendo en cuenta que w* = km, resulta 


K = 5kA?sevílot + 8) 14.16 
ENERGÍA CINÉTICA DEL MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 


La energía mecánica total es la suma de las energías potencial y cinética: 


5kA? cost +8) + 3k A senlot + 5) 


¿KkA?[cos(wt + 5) + senlwt + 8)] 


E=U+K 





Las burbujas de la espuma que genera una 
hélice en movimiento por el agua producen 
un patrón sinusoidal. (Institute for Marine 
Dinamics.) 
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Como ser? (wi + 5) + cos? (wt + 6) = 1 


E=U+K=3kA? 


14.17 


ENERGÍA TOTAL DEL MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 


Esta ecuación pone en evidencia una importante propiedad general del movi- 


miento armónico simple: 


La energía total del movimiento armónico simple es proporcional al cua- 


drado de la amplitud. 


Para un objeto en su desplazamiento máximo, la energía total 
es toda energía potencial. Cuando el objeto se mueve hacia su 
posición de equilibrio, la energía cinética del sistema crece y 
la energía potencial disminuye. Cuando atraviesa la posición 
de equilibrio, la velocidad del objeto es máxima, la energía 
potencial del sistema es cero y la energía total es igual a la 
energía cinética. 

Cuando el objeto sobrepasa el punto de equilibrio, su 
energía cinética comienza a decrecer y la energía potencial 
del sistema crece hasta que el objeto, de nuevo, se detiene 
momentáneamente en su desplazamiento máximo (ahora en 
el sentido opuesto). En todo momento, la suma de las ener- 
gías potencial y cinética es constante. La figura 14.7b y c 
muestra los gráficos de U y K en función del tiempo. Ambas 
curvas tienen la misma forma, excepto que cuando una es 
cero, la otra pasa por un máximo. Sus valores medios en uno 
o más ciclos son iguales y como UI + K = E, estos valores me- 
dios vienen dados por 

U =K 


Tí mí 


=>E 14.18 

En la figura 14.8, se ha representado la energía potencial U en 
función de x. La energía total E,,,., es constante y está repre- 
sentada por una línea horizontal. Esta línea corta a la curva 
de la energía potencial en x = A y x = —A. Éstos son los pun- 
tos en que los objetos, en su oscilación, cambian el sentido de 
la velocidad y vuelven hacia la posición de equilibrio. Dado 
que U <= E, el movimiento está restringido a TA =x= +A. 





Etotal = 5h? 





_A 0 


E total 






e 
Ur dr: Etotal 


E total 


A | 
Kon dl > Etotal 











FIGURA 14.8 Función de la energía 
potencial LI = ¿kx? en el caso de un objeto 
de masa m unido a un muelle de masa 
despreciable de constante k. La línea 
horizontal representa la energía mecánica 
total E,..., para una amplitud 4. La energía 
cinética K está representada por la distancia 
vertical K = E... — U. Como E,.,., = U, el 


total “tota 


movimiento está restringido a —-Asx< +A. 
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ENUALA OA Velocidad y energía de un objeto que oscila 


Un objeto de 3 kg ligado a un muelle oscila con una amplitud de 4 cm y un periodo de 2 s. 
(a) ¿Cuál es la energía total? (b) ¿Cuál es el módulo máximo de la velocidad del objeto? 
(c) ¿En qué posición x, el módulo de velocidad es igual a la mitad de su valor máximo? 


PLANTEAMIENTO (a) La energía total puede determinarse a partir de la amplitud del mo- 
vimiento y de la constante de fuerza del muelle; esta constante puede calcularse a partir de 
la masa del objeto y el periodo. (b) La velocidad máxima tiene lugar cuando la energía ciné- 
tica es igual a la energía total. (c) Mediante el principio de conservación de la energía pode- 
mos relacionar la posición con el módulo de la velocidad. 


SOLUCIÓN 
(a) 1. Expresar la energía total E en función de la constante E =3kA? 
de fuerza k y de la amplitud A: 
2 
2. La constante de fuerza se relaciona con el periodo y la k = mu? =m (= 


Masa: 


3. Sustituir los valores proporcionados para determinar 
la energía total E: 


SECCIÓN 14.2 467 








1 A? 1l 27 2 
E = -—kA4? = m( E) A =-—(3,0 ko —) (0,040 my 


2 2,0 s 


4 o . . ELA 1. 7 pd 
(b) Para determinar v,. , igualar la energía cinética con la A 


energía total y despejar v: | > 
con lo cual Dos = y 
m 


(c) 1. La conservación de la energía relaciona la E = mu? + 5kx? 
posición x con la velocidad v: 


2. Sustituir v =30,.. y despejar x,. Es conveniente 
determinar x en función de E, y a partir de E = 5k4? 


e ; por lo tanto, 
deducir una expresión de x en función de A: 


y A — 


1 


= + 


2 


COMPROBACIÓN Como era de esperar, el resultado del apartado 2(c) tiene dos posibles 
soluciones, una correspondiente al muelle alargado y otra al muelle comprimido. Además, 
el valor positivo es inferior a 4 cm (la amplitud). 


PROBLEMA PRÁCTICO 14.2 Calcular «w para este ejemplo y determinar v,.. a partir de la 


EXpresión D.,. = MÁ, 


PROBLEMA PRÁCTICO 14.3 Un objeto de masa 2 kg está sujeto a un muelle de constante 
de fuerza 40 Nm. El objeto se mueve a 25 cms cuando pasa por la posición de equilibrio. 
(2) ¿Cuál es la energía total del objeto? (b) ¿Cuál es la amplitud del movimiento? 


* MOVIMIENTO GENERAL PRÓXIMO AL EQUILIBRIO 


En general, el movimiento armónico simple se produce cuando una partícula se 
desplaza ligeramente de su posición de equilibrio estático. La figura 14.9 es un grá- 
fico de la energía potencial U en función de x para una fuerza que tiene una posi- 
ción de equilibrio estable y otra de equilibrio inestable. Como se vio en el capítulo 
7, el máximo de energía potencial en x, de la figura 14.9 corresponde al equilibrio 
inestable, mientras que el mínimo en x, corresponde al equilibrio estable. 
Cualquier curva continua que presente un mínimo como el de la figura 14.9 puede 
aproximarse cerca del mínimo a una parábola. La curva de trazos de la figura es 


e: 1 1 o E : 
E =3m(30,..) + 3kx 4 =3Gmv? 
Li o 
Skxi = E-— ¿E 

E. 


a 





(4,0 cm) = 


ALT 10 
= e A = 0,126 m/s = | 0,13 m/s 
3,0 kg , 


1 Peor LE | Etisl 
Ho GE + OS 


máx 


=3E 

131 vY3 
+ [| =r42|= + —— 
E = (3442) == A 


+3,5 cm 





Parábola que se aproxima a Li cerca 
del punto de equilibrio estable 





FIGURA 14.9 Gráfico de LU en función 


de x para una fuerza que tiene una posición de 
equilibrio estable (x,) y otra de equilibrio 
inestable (1). 
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una parábola que encaja, aproximadamente, con la curva de energía potencial 
cerca del punto de equilibrio estable. La ecuación general de una parábola que 
tiene un mínimo en el punto x, puede expresarse en la forma 


UU =A+ Blx- x,P 14.19 
donde A y B son constantes. La constante A es el valor de U en la posición de equi- 


librio x = x,. La fuerza está relacionada con la curva de la energía potencial por Función energía 


F.= —dU/dx. Por lo tanto, U(+) Potencial real 
sn De 
E == a = —2B(x = x,) A 
Si hacemos 2B = k, esta ecuación se reduce a 
du / Parábola 
E. =-T—=-k(x —x,) 14.20 o E 
dx e E 
De acuerdo con la ecuación 14.20, la fuerza es proporcional al desplazamiento res- IS á 


pecto al equilibrio y está dirigida en sentido opuesto, de modo que el movimiento es 
armónico simple. En la figura 14.9, se representa la función energía potencial del sis- 
tema Ul(x), que tiene una posición de equilibrio estable en x = x,. La figura 14.10 





muestra, en cambio, una función energía potencial que tiene una posición de equili- FIGURA 14.10 Dibujo de U respecto a x 
para una partícula pequeña que oscila en el 


fondo de un cuenco con forma esférica. 


brio estable en x = 0. El sistema que responde a una función como la que se repre- 
senta en esta figura es una partícula pequeña de masa m que oscila en el fondo de un 
cuenco con forma esférica. 


143 A 






OBJETO COLGADO DE UN MUELLE VERTICAL SS 
Cuando un objeto cuelga de un muelle vertical, además de la fuerza S 
del muelle hay una fuerza vertical adicional hacia abajo que es el peso = 
mg (figura 14.11). Si se elige la dirección hacia abajo como el sentido = 
positivo del eje y, la fuerza del muelle sobre el objeto es —ky, donde y S 


es el alargamiento del muelle. La fuerza neta sobre el objeto es a e == 
Sup | Posición de 

2F, EN —ky + mg 14.21 equilibrio con 

| o a o : el muelle sin 

Esta ecuación puede simplificarse definiendo una nueva variable masa. 


yY' = y — Y, donde y, = mg/kes la longitud que se alarga el muelle 

cuando el objeto está en equilibrio. Sustituyendo y por y” + yy, da 
2F, = —Hy" + y) + mg 

Pero ky, = mg, por lo que 





mo 











AE —ky' 14.22 Posición de equilibrio 
con la masa 11. El muelle 
La segunda ley de Newton (ZF, = ma, ) nos lleva a se estira yy = mg/k. 
y y 7 
S me 
Y = mi y 
dt- El objeto oscila 
: j as o - ce q . alrededor de la posición 
Sin embargo, y = y” + yy donde y, = mg/k es constante. Así, d'y/dt? = dy" / dé; deequilibrisual en 
por lo tanto, desplazamiento y'= y — p. 
diy' 
É Fa 
o sea FIGURA 14.11 El problema de una 
dy! ko masa colgada de un muelle vertical se 
E Aa simplifica si el desplazamiento (y') se mide 


desde la posición de equilibrio del muelle 
que es la ecuación 14.2 con y' reemplazando a x. La solución de esta ecuación nos conectado a la masa. 
es familiar: 


donde w = Wikém. 


y" = Acos(wt + 5) 
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Así pues, el efecto de la fuerza gravitatoria mg consiste meramente en desplazar 
la posición de equilibrio desde y = O hasta y” = 0. Cuando el objeto se pasa de su 
posición de equilibrio una cantidad y”, la fuerza neta es —k1y". El objeto oscila res- 
pecto a la posición de equilibrio con una frecuencia angular w = Vk/m, la misma 
frecuencia con la que se movería un objeto atado a un muelle horizontal. 
Si una fuerza realiza un trabajo que es independiente del camino, se dice que la 
fuerza es conservativa. La fuerza de la gravedad y la fuerza ejercida por un mue- 
lle son conservativas, y la suma de estas fuerzas (ecuaciones 14.21 y 14.22) también 
lo es. La energía potencial U asociada con la suma de estas fuerzas es el trabajo rea- 
lizado, con signo negativo, más una constante de integración arbitraria. Es decir, 


u = | ty dy = 3ky? +U, 


donde la constante de integración U/, es el valor de U en la posición de equilibrio 
(y' = 0). Por lo tanto, 


Ejemplo 14,6 


Confeccionamos adornos para una fiesta con muelles de papel. Hacemos un muelle de 
papel, y cuando colgamos de él una hoja de papel de color, lo alarga 8 cm. ¿Cuántas hojas de 


U =53ky? +U, 


Muelles de papel 


14,23 


papel de color hay que colgar del muelle para que oscile con la frecuencia de 1 ciclo/'s? 


PLANTEAMIENTO La frecuencia depende del cociente entre la constante del muelle y la 
masa que cuelga de él (ecuación 14.12), pero no disponemos de ninguno de estos datos. Sin 
embargo, a partir de la información disponible se puede obtener el valor de este cociente 


usando la ley de Hooke (ecuación 14.1). 


SOLUCIÓN 


1. 


Escribir la frecuencia en función de la constante k y 
de la masa M (ecuación 14.12), donde M es la masa 
de N hojas de papel. Tenemos que determinar N: 


Cuando se cuelga una hoja de papel de masa mn, 
el muelle se alarga una distancia y, = 8 cm: 

La masa de N hojas de papel se calcula 
multiplicando por N la masa de una hoja 21: 


Se despeja k/M a partir de los resultados de los 
pasos 2 y 3: 


Se sustituye el resultado del paso 4 en el 
resultado del paso 1 y se despeja N: 


e 


Esa 
2 


ñ ' E E 
y, = me entonces —=— 
ds el , m Y 
M = Nm 
LN 
M Nm Ny, 
e E E 
27 YM 27 YN y, 
g 
porlotanto, N = TR = 
(27 Py, 






Póngalo en su contexto 











Muelle hecho con papel. (Rhoda Peacher.) 
9,81 m/s? 54 
47r2(1,0 Hz)*(0,080 m) 





COMPROBACIÓN Parece razonable que con tres o cuatro hojas de papel se pueda construir 
el muelle de papel. 


OBSERVACIÓN Obsérvese que en este ejemplo no hemos usado el valor de 1 o de k, ya que 
la frecuencia depende del cociente km que resulta ser g/y, Además, se ha despreciado la 
masa del propio muelle, cosa que no es del todo correcta, pues bien podría ser del orden de 
la masa de tres o cuatro hojas de papel. El resultado del paso 5 es aproximado. 


PROBLEMA PRÁCTICO 14.4 ¿Cuánto se alarga el muelle de papel cuando un adorno 
hecho con tres hojas de papel cuelga del muelle en equilibrio? 





470 | CAPÍTULO 14 —Oscilaciones 





Ejemplo TUN Una cuenta de collar sobre un bloque 


Un bloque descansa sobre un muelle y oscila verticalmente con una frecuencia de 4 Hz y una 
amplitud de 7 cm. Una bolita de collar se sitúa sobre el bloque oscilante justo cuando éste al- 
canza su punto más bajo. Suponiendo que la masa de la bolita es tan pequeña que no afecta 
al movimiento del bloque, ¿a qué distancia de la posición de equilibrio del bloque la bolita 
pierde contacto con éste? 


PLANTEAMIENTO Las fuerzas que actúan sobre la bola son su peso mg hacia abajo y la 
fuerza normal ejercida por el bloque hacia arriba. El módulo de esta fuerza normal cambia 
con las variaciones de la aceleración. AÁ medida que el bloque se mueve hacia arriba, por en- 
cima de la posición de equilibrio, su aceleración y la de la bolita van hacia abajo y aumentan en 
módulo. Cuando la aceleración alcanza el valor £, la fuerza normal es cero. Si la aceleración 
hacia abajo a la que está sometido el bloque supera hacia abajo este valor, la bolita pierde 
contacto con el bloque. | 


SOLUCIÓN 


1. Dibujar un esquema del sistema (figura 14,12), Incluir el eje de coordenadas y con el 
origen situado en la posición de equilibrio y con la dirección positiva dirigida hacia 





abajo: FIGURA 14.12 
2. Buscar el valor de y para el cual la aceleración es 2 B.= uy 

dirigida hacia abajo. Usar la ecuación 14.7: g=- y 
3. Sustituir 27f por w y despejar y: g= -(QrfYy 





2 9,81 m/s? 
por lo tanto, y = — = == 0,0155 m = 
Qrf)y [27(4,00 Hz)]* a 


COMPROBACIÓN La bola se separa del bloque cuando y es negativa, lo cual se produce 
cuando la bolita está por encima de la posición de equilibrio, como era de esperar. 






EL PÉNDULO SIMPLE 


Un péndulo simple consta de una cuerda de longitud L y una lenteja de masa mm. 
Cuando la lenteja se deja en libertad desde un ángulo inicial q, con la vertical, os- 
cila a un lado y a otro con un periodo T. Las unidades de longitud, masa y g son 
m, kg y m/s”, respectivamente. Si dividimos L por g, los metros se anulan y queda 
segundos al cuadrado, lo que sugiere la forma VL/g. Si la fórmula del periodo 
contuviera la masa, la unidad kg debería cancelarse por alguna otra magnitud. Sin 
embargo, ninguna combinación de L y £ puede anular las unidades de masa. Así 
pues, el periodo no puede depender de la masa de la lenteja. Como el ángulo q, es 
adimensional, no podemos saber por análisis dimensional si es o no un factor del 
periodo. Más adelante veremos que para valores pequeños de d,, el periodo viene 
expresado por T = 27 VL/g. 


Parece lógico suponer que el pe- 
riodo de un péndulo simple de- 
pende de la masa m de la lenteja, 
la longitud L del péndulo, la ace- 
leración debida a la gravedad g, y 
el ángulo inicial p,. Determinar 
una combinación simple de estas 
magnitudes que ofrezca las di- 
mensiones correctas del periodo. 


COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 14.1 
















El péndulo de Foucault de la Universidad de Louisville. 
En 1985, Leon Foucault suspendió del techo del Panteón 
de París un péndulo de 67 m. Debido a la rotación de la 
Tierra, el Panteón rota en torno al péndulo (si el Panteón 
estuviera en el polo Norte, daría una vuelta completa una 
vez cada 24 h). La observación del edificio rotando en 
torno al plano del péndulo causó asombro e ilusionó al 
mundo. (Gentileza de John Kielkopf/Uiniversity of Louisville.) 
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Las fuerzas que actúan sobre la lenteja son su peso mg y la tensión T de la 
cuerda (figura 14.13). Cuando la cuerda forma un ángulo 4 con la vertical, el peso 
tiene las componentes mg cos q a lo largo de la cuerda y mg sen d tangencial al arco 
circular en el sentido de «> decreciente, Para la componente tangencial, la segunda 
ley de Newton (2F, = ma,) nos da 


ds 
de 





—mg sen $ = m 14,24 
donde la longitud del arco s está relacionada con el ángulo f mediante s = Ld,. 
Derivando dos veces con respecto del tiempo ambos lados de la expresión s = Lo, 
se obtiene 


ds _ 26 
dt? dt? 
Sustituyendo en la ecuación 14.24 Ld*g / dt? por d%s /dt?, se obtiene 
Po __8 
de = ias 14.25 


Obsérvese que la masa m no aparece en la ecuación 14.25, es decir, el movimiento de 
un péndulo no depende de su masa. Para valores pequeños de $, sen $ = d, y 





dp? => E p <1 14.26 FIGURA 14.13 Fuerzas sobre la lenteja 
de un péndulo. 
La ecuación 14.26 es de la misma forma que la ecuación 14.2 para un objeto ligado 
a un muelle. El movimiento de un péndulo es, por lo tanto, aproximadamente ar- 
mónico simple para pequeños desplazamientos angulares. 
La ecuación 14.26 también puede escribirse en la forma 


Pe 2 !l w es la frecuencia angular del 
— = —w*p, donde w* = — 14.27 A movimiento del péndulo, no la 


2 
dt L velocidad angular. 





El periodo del movimiento es entonces 


se 
[ 
| 
l 


E | 
2m | (para pequeñas oscilaciones) 14.28 
PERIODO DE UN PÉNDULO SIMPLE 


La solución de la ecuación 14.27 es 
$ = $, cos(wt + 8) 


donde q, es el desplazamiento angular máximo. 

De acuerdo con la ecuación 14.28, cuanto mayor es la longitud del péndulo, 
mayor es el periodo, lo cual está de acuerdo con lo observado experimentalmente. 
Obsérvese también que la frecuencia y el periodo son independientes de la ampli- 
tud de la oscilación (para amplitudes pequeñas), siendo esta una característica ge- 
neral del movimiento armónico simple. 


PROBLEMA PRÁCTICO 14.5 


Determinar el periodo de un péndulo simple de 1 m de longitud que describe oscilacio- 
nes pequeñas. 





La aceleración debida a la gravedad puede medirse fácilmente utilizando un 
péndulo simple que describe pequeñas oscilaciones. Únicamente es necesario 
medir la longitud L y el periodo T. Mediante la ecuación 14.28 se calcula £. (Para 
determinar T, habitualmente medimos el tiempo necesario para n oscilaciones y di- 
vidimos por n, lo cual minimiza el error de la medida.) 
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ULA Cronometrando la carrera | Conceptual 


En una práctica de laboratorio de física general sobre cinética en una dimensión, Liz y Bob 
se encargan de medir el tiempo que tarda una viga en recorrer varias distancias si se deja 
caer por un raíl de aire de 2 m de longitud (un raíl de aire es un raíl virtual que no produce 
rozamiento). Para ello, inclinan el raíl colocando un bloc de notas de 2 cm de grosor debajo 
de las patas de uno de los dos extremos. A continuación, sueltan la viga desde la mitad del 
raíl y observan que tarda 4,8 s en llegar al final del raíl. Repiten el experimento, pero ahora 
lo sueltan desde el extremo más alto y ven que tarda el mismo tiempo (4,8 s) en llegar al final 
del raíl. ¿Podría dar una explicación a este hecho? 


PLANTEAMIENTO Si el raíl fuese perfectamente rectilíneo, la aceleración sería la misma en 
todos los puntos del raíl y el tiempo que tardaría la viga en llegar al final si se suelta en el 
otro extremo, sería mayor que el que tardaría si se suelta en la mitad del raíl. Sin embargo, 
si el raíl está ligeramente curvado, la aceleración no es la misma en todos los puntos del rail, 
sino que depende del valor de la pendiente en cada punto. 


SOLUCIÓN 
1. Supongamos que el raíl está ligeramente curvado de tal modo En este caso, la viga se movería como una lenteja de un péndulo 
que forma un arco circular cuyo centro de curvatura está justo simple de longitud L = R, donde K es el radio de curvatura del rail. 


encima del extremo más bajo del carril: 


2. El periodo T del un péndulo es independiente de la amplitud Los tiempos medidos por Liz y Bob serían iguales a una cuarta 
para pequeñas oscilaciones: parte del periodo T del péndulo dado por la ecuación 14,28. Como 

el periodo del péndulo es independiente de la amplitud, los 
tiempos medidos serían iguales. 

COMPROBACIÓN ¿La amplitud del péndulo es realmente pequeña cuando la viga parte 

del punto más alto del raíl? La respuesta sería afirmativa si R fuese mucho mayor que la lon- 

gitud del raíl (2 m). Podemos calcular L a partir de la ecuación 14.28. Sustituyendo T = 4,8 s 

se tiene KR = L = 92 m, lo que confirma la hipótesis de pequeñas amplitudes. 


El péndulo en un sistema de referencia acelerado La figura 14.144 muestra 
un péndulo simple suspendido del techo de un furgón de ferrocarril que se mueve 
con aceleración a, con respecto al suelo, hacia la derecha, siendo a la aceleración de 
la lenteja relativa al suelo. Aplicando la segunda ley de Newton a la lenteja, se obtiene 





SF = To mg = ma 14.29 Este reloj se mantiene en hora gracias a un 
oscilador de torsión. (Gentileza de Bill 
Si la lenteja permanece en reposo con respecto del furgón, 4 = a, entonces Master/Alibaba. http:/fyuning.en.alibaba.com.) 


2F,=T sen0, = ma, 
2F, = T cos 6, — mg =0 


donde 6, es el ángulo de equilibrio, que según esto viene dado por tg 0, = a,/'g. Si 
la lenteja se mueve con respecto al furgón, entonces a4' = a — a, donde a” es la 


FIGURA 14.14 (4) Péndulo 
simple en equilibrio aparente en 
un furgón con movimiento 
acelerado. Las fuerzas que se 
muestran corresponden a un 
sistema estacionario exterior. 

(b) Fuerzas que actúan sobre la 
lenteja observadas en el sistema 
acelerado. Sumar la pseudofuerza 
—ma, es equivalente a reemplazar 


g por g”. 





A A A A 
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aceleración de la lenteja relativa al furgón. Sustituyendo a en la ecuación 14.29, se 


obtiene Ed 
23F = 


Restando ma, en los dos términos de la expresión anterior, se llega a 


T + mg = m(a' + a,) 


T + me' = ma' 


donde g' = £ — 4. Reemplazando £ por g' y a por a' en la ecuación 14.29, se ob- 
tiene el movimiento de la lenteja relativa al furgón. En la figura 14.14b, se muestran 
los vectores T y mg". Si la cuerda se rompe y, por | lo tanto, T = 0, la ecuación an- 
terior nos conduce a a' = g”, lo cual significa que g' es la aceleración de caída libre 
en el sistema de referencia del furgón. Si se desplaza ligeramente la lenteja de su 
posición de equilibrio, oscilará con un periodo T dado por la ecuación 14.28, donde 
g ha sido reemplazada por 2”. 


PROBLEMA PRÁCTICO 14.6 


Un péndulo simple de longitud 1 m se encuentra en un furgón que se mueve horizontal- 
mente con una aceleración a, = 3 m/s”. Determinar g' y el periodo T. 





Oscilaciones de gran amplitud Cuando la amplitud de un péndulo se  T/To 


hace grande, su movimiento continúa siendo periódico, pero deja de ser ar- 
mónico simple. Para determinar el periodo debe tenerse en cuenta una ligera 
dependencia con la amplitud. Para una amplitud angular cualquiera dQ,, se 
demuestra que el periodo viene dado por la expresión 


q) std 
A cl A ES 
24 a 


PERIODO PARA OSCILACIONES DE GRAN AMPLITUD 


1 1 
Is E sen? 2 + 14.30 


donde T, = 27 VL/z es el periodo correspondiente a amplitudes muy pequeñas. 
La figura 14.15 muestra T/ T, en función de la amplitud d,. 


Ejemplo 14.5 





Un reloj de péndulo 


Un reloj de péndulo simple se calibra para que funcione con precisión con una amplitud an- 
gular de h, = 10”. Cuando la amplitud ha disminuido hasta ser muy pequeña, ¿el reloj se 
adelantará o se atrasará? ¿Cuánto se adelantará o se atrasará en un día si la amplitud sigue 
siendo muy pequeña? 


PLANTEAMIENTO Para calcular el periodo cuando la amplitud angular es de 10”, conside- 
ramos sólo el primer término corrrector de la ecuación 14.30. Es decir, 
: 1 Sl 
TT 1 +—se— 
ze 2 
Esta ecuación nos dará una buena precisión, pues 10” es realmente un ángulo pequeño. La 
amplitud del péndulo decrece lentamente debido a los efectos del rozamiento con el aire. 


SOLUCIÓN 
Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 


Pasos Respuestas 


1, Utilizar la ecuación 14.30 para determinar si T, es mayor o 
menor que 7. 


2. Utilizar la ecuación 14.30 para determinar la variación relativa en 0,190% 
porcentaje, [(T —T,)/T,] X 100%, para $ = 10”. Considerar sólo el 


primer término de corrección. 
3. Determinar el número de minutos de un día. 


4. Combinar las pasos 2 y 3 para determinar la variación del número 
de minutos en un día según el reloj del ejemplo. 
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1,04 
1,03 | 


1,02 


0 0,2 0/4 


Amplitud ep, rad 


0,6 





FIGURA 14.15 Obsérvese que los 
valores de las ordenadas van de l a 1,06. En 
un rango de $ entre O y 0,8 rad (46”), el 
periodo cambia en un 5%, aproximadamente. 


Inténtelo usted mismo 











T disminuye cuando 4, disminuye de modo que 


el reloj se adelanta. | 


Hay 1440 minutos en un día. 


Se produce un adelanto de | 2,73 minutos por día. 
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COMPROBACIÓN El primer término corrector de la ecuación 14.30 es 
sen?(10,09/2) = 1,90 X 107*, de forma que T = 1,0019 T, y (T — T,)/T = 0,0019. Este valor 
concuerda con el resultado del paso 2. 


OBSERVACIÓN Para evitar que el reloj se adelante, el mecanismo de un reloj de péndulo 
se diseña de tal modo que mantenga la amplitud prácticamente constante. 


EL OSCILADOR DETORSIÓN 


El oscilador de torsión es un sistema que describe oscilaciones de rotación como 
una variante de un movimiento armónico simple. En la figura 14.16 se muestra un 
péndulo de torsión que consiste en un disco sólido suspendido de una varilla de 
acero. 51 el desplazamiento angular del disco respecto a la posición de equilibrio es 
$, entonces la varilla ejerce un momento (lineal) de fuerza sobre el disco dado por 


T= —k0Q) 


donde k es la constante de torsión de la varilla. Sustituyendo el momento de 14.31 
en la segunda ley Newton de la dinámica de rotación, se tiene 


14,31 


—k0Q = la 
donde la aceleración angular a = 4% /dé?. Por tanto, —kd = la se convierte en 


q? 
A 


14.32 
dt? Í 


que es idéntica a la ecuación 14.2, excepto con I en lugar de m, k en lugar de k yo 
en lugar de x. Entonces, la solución de la ecuación 14.32 podrá escribirse de la 
forma 


dp = b, coslot + 8) 14.33 
donde w = Vk/l es la frecuencia angular, no la velocidad angular, del movi- 
miento. El periodo es, por tanto, 


A 14.34 
(0 Nk 


PERIODO DE UN OSCILADOR DE TORSIÓN 


* EL PÉNDULO FÍSICO 


Un cuerpo rígido que pueda girar libremente alrededor de un eje horizontal que 
no pase por su centro de masas oscilará cuando se desplace de su posición de equi- 
librio. Este sistema recibe el nombre de péndulo físico. Consideremos una figura 
plana con un eje de rotación situado a una distancia D del centro de masas y des- 
plazada de su posición de equilibrio un ángulo q (figura 14.17). El momento res- 
pecto al eje tiene como módulo MgD sen ¿. Para valores suficientemente pequeños 
de hp, podemos simplificar utilizando la aproximación sen $ = d. Por tanto, para 
pequeños ángulos, el momento es 


T= —MgDó4. 14.35 


Comparando con la ecuación 14.31, se puede ver que para pequeños desplaza- 
mientos angulares, el péndulo físico es un oscilador de torsión cuya constante de 
torsión es 


k = MgD 








FIGURA 14.16 El péndulo de torsión 
consiste en un disco sólido suspendido de una 
varilla de acero. 





Todos los relojes mecánicos se mantienen en 
hora debido a que el periodo de la parte 
oscilante del mecanismo permanece constante. 
El periodo de cualquier péndulo cambia con 
los cambios de amplitud. Sin embargo, los 
mecanismos motores de un reloj de péndulo 
mantienen su amplitud constante. (Richard 
Mengaf Fundamental Photographers.) 





A A A A A 
FIGURA 14.17 Péndulo físico. 
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Entonces, el movimiento del péndulo físico es descrito por la ecuación 14.33 con 
k = MgD,. El periodo es, por tanto, 





TT =—= ¿21 14.36 El periodo de un péndulo físico 
e di depende de cómo se distribuye s 
pende de cómo se distribuye su 
PERIODO DE UN PÉNDULO FÍSICO masa, pero no de su propia masa M. 


Como el momento de inercia es 
proporcional a M, el cociente I/M es 


Para grandes amplitudes, el periodo viene dado por la ecuación 14.30, con T, expre- ¡4 ependiente de M. 


sado por la ecuación 14.36. Para un péndulo simple de longitud L, el momento de iner- 
cia es ] = MI? y D = L. La ecuación 14.36 nos da T = 27 V MLY(MgL) = 27 VWL/g, 
igual que en la ecuación 14.28. 





UIAEAIA A ritmo de paseo Póngalo en su contexto 





Un posible criterio para saber si el ritmo al que una persona camina resulta cómodo (ritmo 
de paseo), consiste en suponer que en ese caso cada pierna se puede considerar como si fuese 
un péndulo físico. ¿Es correcto este criterio? 


PLANTEAMIENTO Un modelo sencillo consiste en suponer que la pierna es como una 
barra articulada por un extremo. Cada pierna oscila una vez cada dos pasos, de forma que 
el tiempo requerido para dar 10 pasos es 57, donde T es el periodo del péndulo. ¿Cuánto 
tiempo se tardaría en completar 10 pasos? Suponer que la pierna es uniforme y tiene 0,9 m 
de longitud. 


SOLUCIÓN 


1. Dibujar una barra articulada por un extremo, 
indicando el centro de masas (figura 14.18): 


E: 
2. El periodo viene dado por T = 27 V I/MgD E 27m MgD 
(ecuación 14.36): 





FIGURA 14.18 La distancia entre el eje 


3. El valor de I respecto al extremo se encuentra en i¡=iMP y D=iL de rotación y el centro de masas es L/2. 
la tabla 9.1 y D es la mitad de la longitud de la 
barra: 
' | "E | IMP? ML 
4. Aplicar los valores de l y D para determinar T: ESPA 
VmMgGL) — V3g 


210,90 m) 


PL 
5. La longitud es L = 0,9 m y el tiempo para dar == 3 eN S AN o 7/8 8 
los 10 pasos es 5T: 38 3(9,81 m/s”) 


6. | La pierna es más gruesa en la parte superior 
que en la inferior y la interpretación de paseo 


es un tanto relativa, por lo que el modelo es 
una aproximación de la realidad. 








COMPROBACIÓN Los animales con largas patas, como los elefantes y las jirafas, parecen 
caminar a un ritmo más lento, casi de paseo, que aquellos que tienen las patas más cortas, 
como los ratones. Esto concuerda con el modelo descrito en este ejemplo. 
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METAL La barra oscilante 


Una barra uniforme de masa M y longitud L puede girar libremente alrededor de un eje ho- 
rizontal perpendicular a la barra y que pasa por uno de sus extremos. Determinar el periodo 
de oscilación para pequeños desplazamientos angulares. 


PLANTEAMIENTO El periodo viene dado por la ecuación 14.36. El centro de masas se en- 
cuentra en el centro de la barra, de modo que la distancia del centro de masas al eje de rota- 
ción es x (figura 14.19). El momento de inercia de una barra uniforme puede determinarse a 
partir del teorema de los ejes paralelos 1 = [.,, + MD? (ecuación 9.13), donde [., puede en- 
contrarse en la tabla 9.1. 





SOLUCIÓN 7 
1. El periodo viene dado por la ecuación 14,36: 1 = 27 y¿p FIGURA 14.19 La distancia entre el 
| eje de rotación y el centro de masas es x. 
2. D = x, y el momento de inercia viene dado por D=x 
el teorema de los ejes paralelos. El momento de 
inercia respecto al eje que pasa por el centro de 
masas se encuentra en la tabla 9.1: 


l 
+ 
E 
a 
| 
nl= 
E 
sra 
+ 
S 
Ea 
Je 


3. Sustituir estos valores para determinar T: 





2 
(51? + x3) 
e T,s | 
| 
=== 
COMPROBACIÓN Cuando x => 0, T =>, como era de esperar. (Si el eje de rotación de la 1 ¡ 


barra pasa por su centro de masas, la gravedad no ejerce un momento restaurador.) Cuando 
x = L/2, se obtiene T = 27 W2L/3g, el mismo resultado que se obtuvo en el paso 4 del ejem- 
plo 14.10. Además, cuando x => L, la expresión del periodo se acerca a T = 27 Vx/g, que se 
corresponde al periodo de un péndulo simple de longitud x (ecuación 14.28). 






0 1 2 


OBSERVACIÓN En la figura 14.20, se muestra el periodo T en función de la distancia x del . 
x, m 


centro de masas para una barra de longitud 1 m. 





PROBLEMA PRÁCTICO 14.7 Demostrar que cuando x = L/6, el periodo es el mismo que FIGURA 14.20 Representación gráfica 

cuando x = L/2. del periodo en función de la distancia al 
centro de masas. Si x > 0,5 m, el pivote está 
fuera del extremo de la barra. 


EU IALAYAA Revisión del ejercicio de la barra que oscila Inténtelo usted mismo 
Determinar el valor de x en el ejemplo 14.11 para que el periodo sea mínimo. 
PLANTEAMIENTO En el valor de x para el cual T es un mínimo, 47 /dx =0, 


SOLUCIÓN 
Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 


Pasos Respuestas 
1. El periodo viene dado por el resultado del ejercicio 14.11 en el [12 + x?) Z 
. El periodo viene dado por el resultado del ejercicio 14.11 en e T = 27 e E 


cual T = 27 WZ/g, donde Z = (41? + x?)/x. Determinar el ex 
periodo cuando x se acerca a cero y a infinito. dez =p + le 
RL +. 


Cuando x >0, Z=>%, y T 0, 


Cuando x >%, L=>%, y T —0%, 
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AE 

A E a EN 

infinito. En algún punto del intervalo O < x < oo, el periodo es dx  dZ dx Vo dx 
un mínimo. Para determinar el mínimo, se impone dT /dx =0 Ñ 

y se despeja x. 


2. El periodo tiende a infinito cuando x se acerca a cero y a dl _dIdZ ee 


Z > Den todo el intervalo 0 < x < x, con lo cual 
E 
dx dx ? 


dz _ 
de 










COMPROBACIÓN Lo razonable es que la respuesta esté entre O y 0,51. El resultado obte- 
nido en el paso 2 concuerda con lo esperado. 


144 ATIENDE 


Si un muelle o un péndulo oscilan libremente, siempre acaban parándose porque 
las fuerzas de rozamiento disipan su energía mecánica. Un movimiento con estas 
características se denomina movimiento amortiguado. Si el amortiguamiento es 
muy grande, como por ejemplo en el caso de un péndulo que oscila en melaza, el 
oscilador ni tan siquiera ejecuta una oscilación completa, sino que se mueve hacia 
la posición de equilibrio con una velocidad que se aproxima a cero cuando el ob- 
jeto se acerca a dicha posición de equilibrio. Este tipo de movimiento se denomina 
sobreamortiguado. Si, por el contrario, el amortiguamiento del movimiento es 
débil, de modo que la amplitud decrece lentamente con el tiempo, como le ocurre 
a un niño que se divierte en un columpio de un parque cuando su madre deja de 
empujarle, el movimiento resultante se denomina subamortiguado. Cuando se da 
el amortiguamiento mínimo para que se produzca un movimiento no oscilatorio, 
se dice que el sistema está amortiguado críticamente. (Cualquier amortiguamiento 
inferior produce un movimiento subamortiguado.) 





Movimiento subamortiguado La fuerza de amortiguamiento ejercida por un 
oscilador como el que se muestra en la figura 14,214 puede representarse mediante 
la expresión empírica Ml 

F, = —bo 


donde b es una constante. Un sistema que cumple la ecuación anterior se dice que 
está amortiguado linealmente. El análisis siguiente corresponde a este tipo de movi- 


SN 


(a) 





Pr ; 
7 
Ñ, E 
A 
a 


sl 








FIGURA 14.21 (1) Oscilador amortiguado. El movimiento del disco se amortigua por 
el émbolo sumergido en el líquido. (b) Curva de oscilación amortiguada. 
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miento. La fuerza de amortiguamiento se opone a la dirección del movimiento; por 
lo tanto, realiza un trabajo negativo y hace que la energía mecánica del sistema dis- 
minuya. Esta energía es proporcional al cuadrado de la amplitud (ecuación 14.17) 
y el cuadrado de la amplitud disminuye exponencialmente a medida que aumenta 
el tiempo. Por lo tanto, 


Al= Alert" 14.37 


DEFINICIÓN: CONSTANTE DE TIEMPO 


donde A es la amplitud, 4, es la amplitud cuando tf = 0, y 7 es el tiempo de extin- 
ción o constante de tiempo. La constante de tiempo es el tiempo necesario para que 
la energía disminuya en un factor e”?. 

El movimiento de un sistema amortiguado puede deducirse de la segunda ley 
de Newton. Para un objeto de masa 11 ligado a un muelle de constante de fuerza k, 
la fuerza neta es —kx — b(dx/dt). Igualando la fuerza neta con el producto de la 


masa por la aceleración dx / df”, se obtiene 





dx dix 
—ky — LH = m_—= 
Xx y "a 
que puede reescribirse como 
m E + pS + kx =0 14.38 


ECUACIÓN DIFERENCIAL DE UN OSCILADOR AMORTIGUADO 


La solución exacta de esta ecuación puede obtenerse utilizando los métodos cono- 
cidos de las ecuaciones diferenciales. La solución para el caso subamortiguado es 


x= Aye “2 cos(w't + 5) 14,39 


donde A, es la amplitud máxima. La frecuencia w” viene dada por 


ho 
w' = wa )1 — 14.40 


210, 





donde «w, es la frecuencia cuando no hay amortiguamiento w, = Vk/m para una 
masa ligada a un muelle. Para un amortiguamiento débil, b/(Qmo,) << 1 y w' es, 
aproximadamente, igual a w,. Las curvas de trazos de la figura 14.21b correspon- 
denax=A y x = —A, donde A viene dado por 


A = Ar PA0l 14.41 


Elevando al cuadrado los dos términos de esta ecuación y comparando el resul- 
tado con la ecuación 14.37, tenemos 


mM 
mes 14.42 
"bp 


Si la constante de amortiguamiento b crece gradualmente, la frecuencia angular w' 
disminuye hasta hacerse igual a cero en el valor crítico 


b.= 2m0, 14.43 





Oscilaciones amortiguadas 


Si b es igual o mayor que b,, el sistema no oscila. Cuando b es mayor que b,, el 
sistema es sobreamortiguado. Cuanto menor sea b, más rápidamente volverá el ob- 
jeto al equilibrio. Cuando b = b,, se dice que el sistema está amortiguado crítica- 
mente, y vuelve a su posición de equilibrio en el tiempo más breve posible sin 
oscilar. La figura 14.22 muestra el desplazamiento en función del tiempo corres- 
pondiente a un oscilador amortiguado críticamente y a un oscilador sobreamorti- 
guado. En muchas aplicaciones prácticas se usa un amortiguador crítico o casi 
crítico para evitar las oscilaciones y lograr, no obstante, que el sistema vuelva al 
equilibrio rápidamente. 





Ejemplo 14,13 


Masa suspendida de un turismo 


La masa suspendida de un automóvil es la masa que soportan sus ballestas (no incluye la 
masa de las ruedas, ejes, frenos, etc.). Un turismo tiene una masa suspendida de 1100 kg y 
una masa no suspendida de 250 kg. Si se quitan los amortiguadores de forma que el coche 
descansa sobre las ballestas, éste empieza a oscilar con 1 Hz de frecuencia. ¿Cuánto vale la 
constante de amortiguamiento de cada uno de los cuatro amortiguadores si el coche, con los 
amortiguadores puestos, debe volver a la situación de reposo tras el mínimo número de os- 
cilaciones? 


PLANTEAMIENTO Como el coche ha de volver lo antes posible a la situación de reposo, sus 
amortiguadores deben comportarse como osciladores críticamente amortiguados. Utiliza- 
remos b, = 2 m0, (ecuación 14.43) para hallar la constante de amortiguamiento crítico. 


SOLUCIÓN 


1, La constante de amortiguamiento crítico está relacionada con la 
frecuencia natural de oscilación on mediante b. =2 My 


b. = 2100, 


2. Como las ruedas tocan con el suelo en todo momento, sólo hay 
que considerar los efectos inerciales (no gravitatorios) de la 
masa suspendida: 


m = 1100 kg 


3. La frecuencia natural w, viene dada en el enunciado: w, = 1,0 Hz 


4. Calculamos la constante de amortiguamiento: 


COMPROBACIÓN La fuerza de amortiguamiento es E = —bb, así que bv tiene unidades de 
newtons en el SI, El valor de b obtenido en el paso 4 tiene unidades de kg/s, de forma que 
(kg /sim/s) = kg m/s, que son las unidades de fuerza en el Sl. 


OBSERVACIÓN Los amortiguadores óptimos para los vehículos son aquellos cuya cons- 
tante de amortiguamiento es la crítica. Esta constante se calcula a partir de la masa suspen- 
dida y de la constante elástica k de los muelles. 


Como la energía de un oscilador es proporcional al cuadrado de la amplitud, la 


energía de un oscilador subamortiguado (valor promediado en un ciclo) también 
disminuye exponencialmente con el tiempo: 


E = ¿Ma? AÉ= mal Ae RE = mar Añe tim — Eg 14,44 


donde E, = ¿ma? A? y 7 = m/b. 
Un oscilador amortiguado se describe normalmente por su factor Q (o factor de 
calidad): 
14,45 
DEFINICIÓN: FACTOR Q 


Q=0r 
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Y 






Amortiguado 
“Lu críticamente 


Sobreamortiguado 





FIGURA 14.22 Representación gráfica 
del desplazamiento en función del tiempo en el 
caso de un oscilador amortiguado críticamente 
y otro sobreamortiguado. 





b = b_ = 2(1100 kg)/(1,0 Hz) = | 2,2 X 10* kg/s 








En las llantas de las ruedas de los coches se 


colocan pesos para equilibrarlas. El objetivo 
de equilibrar las ruedas es evitar las 
vibraciones que producirían las oscilaciones 
de la dirección del vehículo. (David Wrobel/ 
Visuals Linlimited.) 
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El factor Q es adimensional. (Como las dimensiones de «w, son las recíprocas del 
tiempo, «,7 no tiene dimensiones.) Podemos relacionar Q con la pérdida relativa 
de energía por ciclo. Diferenciando la ecuación 14.44, se obtiene 

dE o dl dE dt 

de —(1/7)E,e 4 = —(1/T)E 0 RA” 
Si la amortiguación es suficientemente débil para que la pérdida de energía por 
ciclo sea pequeña, podemos reemplazar dE por AE y dt por el periodo T. Por lo 





tanto, [AE|/E en un ciclo (un periodo) viene dado por 
[AE] T 27 271 
e = Ss 5 > 14.46 
E ciclo * sl Q 
O sea, 
271 [AE] | 
pa — > EE 14.47 
(AED eco E 


INTERPRETACIÓN FÍSICA DE O PARA UN AMORTIGUAMIENTO LEVE 


Así pues, O es inversamente proporcional a la pérdida relativa de energía por ciclo. 





Ejemplo 14,14 


Componiendo música 


Cuando se pulsa la nota do-central en el piano (frecuencia 262 Hz), la mitad de su energía se 
pierde en 4 segundos. (a) ¿Cuál es el tiempo de extinción 7? (b) ¿Cuál es el factor Q de esta 
cuerda de piano? (c) ¿Cuál es la pérdida de energía relativa por ciclo? 





PLANTEAMIENTO (a) Utilizamos E = E,e*" haciendo E = Es, (b) El valor Q puede deter- 
minarse entonces a partir del tiempo de extinción y de la frecuencia. 








SOLUCIÓN 
(a) 1. Igualar la energía de la nota pulsada en el tiempo! =4sconla E= Eje '” de modo que ¿Eq = Ep 00m 
mitad de su energía original: 1 = g7(4.00s/r) 
: 1 4,00 s 
2. Despejar el tiempo 7 tomando logaritmos neperianos de la A — 
expresión anterior: - : 
4,00 s 
por tanto, 7= ==) 71 = 
In2 
(b) Calcular Q a partir de 7 y w,: Q =w,7 = 27 f7 
= 21r(262 Hz5,771 s) = 9,500 x 10% = | 9,50 x 10* 
AE] T. 27 1 1 
(c) La pérdida de energía relativa en un periodo viene dada por la sE A A 
| ES es ( 
ecuación 14.46 y la frecuencia porf= 1/T: | dido 7067 JT (262 H2)5,771s) 


= 6,614 x 10* =| 6,61 x 10* 


COMPROBACIÓN El factor O también puede calcularse a partir de Q = 27 /(AE/E)¡.,, = 10 
27/(6,61 x 107*) = 9,50 x 10%, Obsérvese que la pérdida de energía relativa después de 4 s 





no coincide con el producto del número de ciclos (4 X 262) por la pérdida de energía relativa 
por ciclo, ya que el decrecimiento de energía relativa no es lineal, sino exponencial. 


OBSERVACIÓN La figura 14.23 muestra la amplitud relativa A/A, y la energía relativa 
E/E, en función del tiempo de la oscilación de una cuerda de piano después de pulsar la 
nota do-central. Al cabo de los 4 s, la amplitud ha disminuido a unas 0,7 veces su valor ini- 
cial, y la energía, proporcional al cuadrado de la amplitud, se reduce hasta, aproximada- 
mente, la mitad de su valor inicial. 


A E O A A A A A 


FIGURA 14.23 Representación de A/A, 
y de E/E, para una cuerda de piano pulsada. 
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Obsérvese que Q es bastante grande. Es fácil estimar 7 y O de diversos sistemas 


oscilantes. Al dar un pequeño golpe a un vaso de cristal, se puede observar el 
tiempo que tarda el sonido en extinguirse. Un tiempo mayor supone un mayor 
valor de 7 y Q y menor amortiguamiento. Los vasos de vidrio del laboratorio sue- 
len tener un Q elevado. Probar con una taza de plástico. ¿Cómo es el amortigua- 
miento comparado con el vaso del laboratorio? 

En función de Q, la frecuencia exacta de un oscilador subamortiguado es 


! 411 ( z ] Ñ ! 14.48 
uy == El — ió : 
do 210, zo V 40? 


Como b es pequeña (Q es grande) para un oscilador débilmente amortiguado 
(ejemplo 14,14), vemos que w”' es casi igual a w,. 

Mediante consideraciones energéticas podemos entender cualitativamente el 
comportamiento de un oscilador amortiguado. La potencia disipada por la fuerza 
amortiguadora es igual a la variación instantánea de la energía mecánica total por 
unidad de tiempo 





E = 5 e 
— qe — E, y == — bp a = — hz? 14.49 
dt | 


En un oscilador ligeramente amortiguado, la energía mecánica total disminuye poco 
a poco con el tiempo. La energía cinética media es igual a la mitad de la energía total 


$1 1 | E 
(Eme) =35B q 


2 Lo Y m 
Si sustituimos (v?), = E/m por v? en la ecuación 14.49, resulta 
1E b 
—= hi =—b(0), =-—E 14.50 
dt eN m 
Reordenando la ecuación 14.50, nos queda 
1E h 
an = —— di 
E m 


ecuación que integrada tiene la solución 
= E prlbimt = tr 
E =Ejf Ent 


que es la ecuación 14,44, 





Para mantener en marcha un sistema amortiguado, debemos ir suministrando ener- 
gía al sistema. Cuando se lleva a cabo esto, se dice que el oscilador es forzado. 
Cuando usted se sentaba en un columpio y papá o mamá mantenía su oscilación em- 
pujándole una vez cada ciclo, ellos estaban forzando un oscilador. Así mismo, se 
puede forzar el oscilador del columpio mediante el 
suministro de energía que se realiza moviendo el 
cuerpo y las piernas hacia delante y hacia atrás. Si se 
introduce energía en el sistema a un ritmo mayor del 
que se disipa, la energía aumenta con el tiempo, lo 
cual se aprecia por un aumento de la amplitud del 
movimiento. Si la energía se introduce al mismo ritmo 
que se disipa, la amplitud permanece constante con el 
tiempo. En este caso, se dice que el oscilador está en 
estado estacionario. 

Una manera de suministrar energía a un sistema 
formado por un objeto que cuelga de un muelle verti- 
cal es mover el punto de soporte hacia arriba y hacia 
abajo, con un movimiento armónico simple de fre- 
cuencia Ww (figura 14.24). Al principio, el movimiento es 








Dándose impulso en el columpio, la persona 
de la fotografía transfiere parte de su energía 
interna a la energía mecánica del oscilador. 
(Eye Wiref Getty.) 





FIGURA 14.24 Se puede ejercer una 
fuerza externa sobre un objeto sujeto a un 
muelle desplazando el punto del soporte hacia 
arriba y hacia abajo. 
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complicado, pero finalmente alcanza un estado estacionario en el que el sistema os- 
cila con la misma frecuencia que la fuerza externa impulsora y con amplitud cons- 
tante y, por lo tanto, con energía constante. En el estado estacionario, la energía 
introducida en el sistema por la fuerza impulsora durante un ciclo es igual a la disi- 
pada en el ciclo debido al amortiguamiento. 

La amplitud, y, por lo tanto, la energía de un sistema en estado estacionario, no sólo 
depende de la amplitud del sistema impulsor sino también de su frecuencia. Se define 
la frecuencia natural de un oscilador, ,, como la que tendría si no estuviesen pre- 
sentes ni el amortiguamiento ni el sistema impulsor. (Por ejemplo, la frecuencia angu- 
lar natural de un muelle es w, = VWk/m.) Si la frecuencia impulsora es muy parecida 
a la frecuencia natural del sistema, éste oscilará con una amplitud relativamente 
grande. Por ejemplo, si el soporte de la figura 14.24 oscila con la frecuencia natural del 
sistema masa-muelle, la masa oscilará con una amplitud mucho mayor que si el so- 
porte oscila con frecuencias mayores o menores. Este fenómeno se denomina reso- 
nancia. Cuando la frecuencia de la fuerza impulsora es igual a la frecuencia natural 
del oscilador, la energía absorbida por éste en cada ciclo es máxima. Por ello, la fre- 
cuencia natural del sistema se denomina frecuencia de resonancia del sistema. 
(Matemáticamente es más conveniente utilizar la frecuencia angular w que la frecuen- 
cia f = w/ (27). Como w y fson proporcionales, la mayoría de las afirmaciones concer- 
nientes a la frecuencia angular también son válidas para la frecuencia. Por ello, a partir 
de ahora, omitiremos la palabra angular cuando su omisión no provoque confusión.) 
En la figura 14.25, se muestra un diagrama de la potencia media transmitida a un os- 
cilador en función de la frecuencia de la fuerza impulsora para dos valores diferentes 
del amortiguamiento. Estas curvas reciben el nombre de curvas de resonancia. 
Cuando el amortiguamiento es pequeño (el valor de Q es alto), la anchura del pico de 
la curva de resonancia es, en consecuencia, estrecha y se dice que la resonancia es 
aguda. Cuando el amortiguamiento es grande, la curva de resonancia es ancha. La an- 
chura Aw de cada curva de resonancia, indicada en la figura, es la anchura a la mitad 
de la altura máxima. Para un amortiguamiento relativamente pequeño, se puede de- 
mostrar que el cociente entre la anchura de resonancia y la frecuencia de resonancia es 
igual al valor inverso del factor Q (véase problema 106): 


MS Y 
E 14.51 
o O 


ANCHURA DE RESONANCIA PARA UN AMORTIGUAMIENTO PEQUENO 


Por lo tanto, el factor Q es una medida directa de la agudeza de la resonancia. 

Puede hacerse un sencillo experimento que ponga en evidencia la resonancia. Se 
sostiene una regla por un extremo con dos dedos, de modo que actúe como un pén- 
dulo. (También se puede usar cualquier otro objeto similar, como un palo de golf.) Se 
suelta el otro extremo desde una cierta distancia angular y se observa la frecuencia na- 
tural del movimiento. Después, se mueve la mano adelante y atrás horizontalmente 
para darle impulso con la frecuencia natural de la regla. Aunque la amplitud del mo- 
vimiento de la mano sea pequeña, la regla oscilará con una amplitud considerable. 5i 
la mano se mueve adelante y atrás a una frecuencia el doble o triple de la frecuencia 
natural, se observará una disminución de la amplitud de la regla oscilante. 

Existen muchos ejemplos conocidos de resonancia. Cuando nos sentamos en un co- 
lumpio aprendemos intuitivamente a mover el cuerpo con la misma frecuencia que la 
natural del columpio. Muchas máquinas vibran porque tienen piezas en rotación que 
no están perfectamente equilibradas. (Observar, por ejemplo, una lavadora en el pe- 
riodo de centrifugado.) Si se sujeta una de estas máquinas a una estructura que pueda 
vibrar, dicha estructura se convierte en un sistema oscilatorio forzado que puede ini- 
ciar su movimiento por la acción de la máquina. Los técnicos han hecho grandes es- 
fuerzos para equilibrar las partes giratorias de estas máquinas u otras semejantes, 
amortiguando sus vibraciones y aislándolas de los edificios que las soportan. 

Una copa de cristal con bajo amortiguamiento puede romperse mediante una 
onda sonora intensa con una frecuencia igual o muy próxima a la frecuencia natu- 
ral de vibración del cristal. Este efecto se emplea a menudo en demostraciones de 
física utilizando un oscilador de audio y un amplificador adecuado. 






Por 
P máx 
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1 
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FIGURA 14.25 Resonancia en un 
oscilador. La anchura Aw del pico de 
resonancia para un oscilador que tiene una Q 
grande (curva naranja) es pequeña comparada 
con la frecuencia natural «,. El pico de 
resonancia del oscilador que tiene Q pequeña 
(curva azul) con la misma frecuencia natural, 
posee una anchura considerablemente mayor 
que el oscilador con mayor Q. 


Oscilaciones forzadas y resonancia SECCIÓN 14.5 483 





* TRATAMIENTO MATEMÁTICO DE LA RESONANCIA 


Vamos a estudiar matemáticamente el oscilador forzado suponiendo que, además 
de estar sometido a una fuerza restauradora y a una fuerza de amortiguamiento, 
está sujeto a una fuerza externa (fuerza impulsora) que varía armónicamente con 
el tiempo: 

F 


ext 


= En cos wi 14.52 


donde F, y w son el módulo y la frecuencia angular de la fuerza impulsora. 
Generalmente, esta frecuencia no está relacionada con la frecuencia angular natural 
del sistema w,. 

La segunda ley de Newton aplicada a un objeto de masa m atado a un muelle 
de constante de fuerza k y sujeto a una fuerza amortiguadora —bv, y a una fuerza 
externa F, cos wt, nos da 


E, = ma, 


dx 
—=kx — bo. + F, coswt = ma 


donde se ha considerado que a, = d*x/dé. Sustituyendo mw] por k (ecuación 14.8) 
y ordenando los términos, se obtiene 


d* dx 
mo + bo + maja = F, coso 14.53 


ECUACIÓN DIFERENCIAL DE UN OSCILADOR FORZADO 





Los objetos grandes tienen más de una 
frecuencia de resonancia. Cuando se pulsa 
una cuerda de guitarra, se transmite la energía 
al cuerpo del instrumento, Las oscilaciones del 
cuerpo de la guitarra, acopladas a las 
oscilaciones de la masa del aire que encierra, 
producen los diagramas de resonancia que se 
indican en estas figuras. (Royal Swedish 
Acadeny of Music.) 
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Abordaremos ahora la solución general de la ecuación 14.53 cualitativamente. 
La solución de la ecuación consta de dos partes, la solución transitoria y la solu- 
ción estacionaria. La parte transitoria de la solución es idéntica a la de un oscila- 
dor amortiguado no forzado dada en la ecuación 14.39. Las constantes de esta 
solución dependen de las condiciones iniciales. Transcurrido cierto tiempo, esta 
parte de la solución se hace despreciable porque la amplitud disminuye exponen- 
cialmente con el tiempo. De este modo sólo queda la solución estacionaria, que 
puede escribirse en la forma 


x= A cosíwt — 5) 14,54 
POSICIÓN DE UN OSCILADOR FORZADO 


donde la frecuencia angular w es la misma que la de la fuerza impulsora. La am- 
plitud A viene dada por 


E, 


AAA 14,55 


Vio; — e) + biw* 


AMPLITUD DE UN OSCILADOR FORZADO 


y la constante de fase Ó viene dada por 


tgs = —TH— 14.56 
CONSTANTE DE FASE DE UN OSCILADOR FORZADO 


Comparando las ecuaciones 14.52 y 14.54, podemos ver que el desplazamiento del 
sistema y la fuerza impulsora oscilan con la misma frecuencia, pero difieren en fase 
en ó. Cuando la frecuencia impulsora w tiende a cero, 0 también tiende a cero, como 
puede verse a partir de la ecuación 14.56. En la resonancia, w = w, y 6 = 7/2, 
Cuando w es mucho mayor que w,, 9 = 7. Al comienzo de este capítulo, hemos 
visto que el desplazamiento de una partícula que experimenta un movimiento ar- 
mónico simple viene dado por x = Á cos (wt + 5) (ecuación 14.4). Esta ecuación es 
idéntica a la ecuación 14.54 excepto en el signo que precede a la constante 6. La fase 
de un oscilador forzado siempre va retrasada con respecto a la fase de la fuerza im- 
pulsora. El signo negativo de la ecuación 14.54 asegura que ó siempre es positivo. 

En el sencillo experimento de la regla impulsada por el movimiento de la mano 
adelante y atrás (ver la discusión tras la ecuación 14.51), obsérvese que, en la reso- 
nancia, la oscilación de la mano no está en fase ni en desfase de 180” con la oscila- 
ción de la regla. Si se mueve la mano adelante y atrás con una frecuencia varias 
veces la frecuencia natural de la regla, el movimiento en el estado estacionario de 
ésta se habrá desfasado respecto a la mano casi 180". 

La velocidad del objeto en estado estacionario se obtiene derivando x respecto 
a 


dx 
U.=— 


OS —wA sen(wt — 5) 


En la resonancia, 6 = 7/2, y la velocidad está en fase con la fuerza impulsora: 
T 
v,= —wÁsen| wt——] = +wÁ cost 
| 2 


Así pues, vemos que en la resonancia, el objeto siempre se está moviendo en el sen- 
tido en que actúa la fuerza impulsora, como era de esperar, para lograr el máximo 
aporte de energía. La amplitud de velocidad wA es máxima para w = 





En la resonancia, el objeto siempre 

se está moviendo en el sentido en 
que actúa la fuerza impulsora, como es 
lógico, para así lograr el máximo 
aporte de energía. 
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EALAEA Un objeto en un muelle Inténtelo usted mismo 





Un objeto de masa 1,5 kg situado sobre un muelle de constante de fuerza 600 N 'm pierde el 

3% de su energía en cada ciclo. El sistema viene impulsado por una fuerza sinusoidal con un 
valor máximo de F, = 0,5 N. (a) ¿Cuál es el valor de Q para este sistema? (b) ¿Cuál es la fre- 
cuencia (angular) de resonancia? (c) Si la frecuencia impulsora varía, ¿cuál es la anchura Aw 
de la resonancia? (4) ¿Cuál es la amplitud en la resonancia? (e) ¿Cuál es la amplitud de la fre- 
cuencia impulsora si w = 19 rad /s? 


PLANTEAMIENTO La pérdida de energía por ciclo es del 3%, por lo que la amortiguación 
es débil. El factor Q puede determinarse mediante la expresión Q = 27 /(AE/E),... (ecuación 
14.47) y después utilizar este resultado y Acw/w, = 1/0 (ecuación 14.49) para determinar la 
anchura de la resonancia Aw. La frecuencia de resonancia es la frecuencia natural. La ampli- 
tud puede determinarse a partir de la ecuación 14.55 tanto en resonancia como fuera de re- 
sonancia, con la constante de amortiguamiento calculada a partir de Q utilizando la 
definición de O (ecuación 14. si yr=m/b esación 14.42). 





SOLU CIÓN. 

Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 

Pasos Respuestas 

= | 27 27 | 

(1) El amortiguamiento es débil. Relacionar Q con la pérdida de o | ld 
energía usando la ecuación 14.47 y despejar Q. (AE Pacro 0,030 


(b) Relacionar la frecuencia de resonancia con la frecuencia natural dy = JE- 20 rad/s 
> mM 


del sistema. 


A] 
(c) Relacionar la anchura de la resonancia Aw con O utilizando la A rad/s 
ecuación 14.51. Q 


(4) 1. Escribir una expresión para la amplitud A válida para Alai) = Eo 
cualquier frecuencia impulsora w (ecuación 14.55). Viblol — Y + hw 
2. Aplicar w = «, para el cálculo de A en la resonancia. A(,) = 2 
0 
1100, | 
3. Utilizar las ecuaciones 14.45 y 14.42 para relacionar la bh = = = 0,144 kg/s 


constante de amortiguamiento b con O. 


E | E, ss 
4. Utilizar los resultados de los dos pasos previos para calcular Alw,) = ds = 
la amplitud en la resonancia. 0 a 


| | 0.5 - 
(e) Calcular la amplitud para w = 19 rad /s. (Podemos omitir las A(19) = SE 
unidades para simplificar la ecuación. Como todas las magnitudes v 1,520" — 19% + 0,1444(19)* 


se expresan en unidades del SÍ, A se expresa en metros.) 





COMPROBACIÓN Si w se reduce a 1 rad/s, pasando de 20 rad/s a 19 rad/s, la amplitud 
disminuye en un factor 20. Esto no es sorprendente, ya que la anchura de la resonancia es 
sólo de 0,0957 rad /'s. 


OBSERVACIÓN Fuera de la resonancia, el término bw? es des- Ls 


preciable comparado con el otro término del denominador de la 

expresión de A. Cuando w — , es superior en varias veces a la an- 

chura Aw a mitad de altura, como en este ejemplo, podemos des- 0,12 
preciar el término bw” y calcular A según la expresión A m 

A = FE, /[m(w — 2)]. La figura 14.26 muestra la amplitud en fun- 

ción de la frecuencia impulsora «w. Obsérvese que la escala hori- 0,06 
zontal corresponde a un rango pequeño de w. 





O 3 == Í3 | 
18 18,5 19 19,5 20 20,5 21 21,5 
(wm, rad /s 





FIGURA 14.26 
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Temas de actualidad en Fisica 


Moviéndose al compás: el Puente del Milenio 


En junio del año 2000 se inauguró el puente peatonal de Londres conocido como el 
Puente del Milenio, Entre 80000 y 100000 personas cruzaron el puente a lo largo del 
día de la inauguración. El puente empezó a balancearse al coincidir 2000 personas 
al mismo tiempo.! El balanceo lateral fue tan intenso que la gente tuvo que sujetarse 
a las barandas.? El “Puente Tembloroso””* fue cerrado al los tres días de su inaugu- 
ración y no se volvió a abrir hasta febrero del 2002. El puente fue diseñado para so- 
portar vientos extremadamente fuertes y resistir los golpes de las barcazas. Sin 
embargo, el movimiento lateral fue toda una sorpresa para sus arquitectos e inge- 
nieros. Tras unos meses de estudio, los investigadores concluyeron que cuando las 
personas andan sobre el puente se produce una fuerza con una componente lateral, 
además de la componente vertical, hacia delante y hacia atrás. 

La típica cadencia que se produce cuando una persona anda es tal que tanto el 
pie derecho como el izquierdo golpean el suelo a intervalos de un segundo, aprox1- 
madamente. La fuerza lateral que se produce es tal que cuando se pisa con el pie 
derecho se produce una fuerza lateral hacia la derecha y cuando se pisa con el pie iz- Los amortiguadores de masa fueron colocados 
quierdo se produce otra fuerza hacia la izquierda, en ambos casos de unos 25 N.*En — bajo el puente poco tiempo después de su 
conclusión, cuando una persona anda, produce fuerzas laterales, hacia la derecha e — *Pertura. Los amortiguadores fueron puestos 
izquierda, de unos 25 N con una frecuencia de 1 Hz.* Lamentablemente, las dos fre- PW* ld el Ns ani de balanceo que causa la 

i ME | multitud al caminar. (Alam) 
cuencias naturales más bajas observadas del balanceo para el arco central de 144 m 
eran de 0,5 Hz y 1 Hz y para el arco sur la frecuencia natural era de 0,8 Hz. En con- 
secuencia, las pisadas de la gente provocaron el movimiento del puente. Cuando el número de personas era pequeño, la re- 
sultante de la fuerza de las pisadas no era suficiente como para producir el balanceo, pero cuando había más de 200 personas” 
el amortiguamiento natural del puente no era suficiente como para resistir la fuerza combinada de las pisadas de tantas per- 
sonas. 

El balanceo aumentó a causa de la reacción humana. Los cálculos mostraron que la aceleración lateral máxima estaba com- 
prendida entre 0,22 y 0,39," lo bastante grande como para hacer perder el equilibrio de las personas. La reacción instintiva en 
estos casos es caminar dando pasos justamente con la misma frecuencia con la que se balancea el suelo, pero precisamente eso 
no hace más que aumentar la amplitud de la resonancia producida. 

Las medidas realizadas condujeron a la colocación de una serie de amortiguadores. Se colocaron ocho amortiguadores de 
masa y 37 amortiguadores viscosos. Los amortiguadores de masa consisten en bloques de acero de 2,5 toneladas colgados de pén- 
dulos que oscilan con un desfase de 180” respecto al puente.* Los amortiguadores viscosos son muy parecidos a los que se uti- 
lizan en los automóviles. Funcionan haciendo mover un pistón arriba y abajo dentro de un líquido viscoso. Además, se 
colocaron también otros amortiguadores de masa para amortiguar las oscilaciones verticales. Durante los últimos ensayos que 
se hicieron antes de la reapertura, se comprobó que la aceleración lateral había pasado de 0,252 a 0,006g, es decir, se había re- 
ducido en un 97%." Después de eso, el puente ya no tuvo más problemas de balanceo. 

Cualquier! puente cuya frecuencia natural de vibración lateral sea inferior a 1,3 Hz es susceptible de que los pasos de la 
multitud produzcan balanceo.!'? Muchos otros, algunos en Japón,'* París y Ottawa, han tenido problemas parecidos, e incluso 
los puentes de las autopistas han mostrado problemas similares.!* A partir de lo sucedido con el Puente del Milenio, los in- 
genieros perciben el fenómeno de la vibración de una manera diferente. 
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Resumen 





1. El movimiento armónico simple tiene lugar cuando la fuerza restauradora es proporcio- 
nal al desplazamiento respecto al equilibrio. Tiene numerosas aplicaciones en el estudio 
de las oscilaciones, ondas, circuitos eléctricos y de la dinámica molecular, 


2. La resonancia es un fenómeno importante en múltiples áreas de la Física. Tiene lugar cuando 
la frecuencia de la fuerza impulsora es similar a la frecuencia natural del sistema oscilante. 


TEMA OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 





1. Movimiento armónico simple En el movimiento armónico simple, la fuerza neta y la aceleración son proporcionales al des- 
plazamiento, pero tienen sentido contrario a éste. 








E, == MIL. 14.1 

Función desplazamiento x = Á costut + 0) 14.4 
: 27 

Frecuencia angular w=21f = 5 14,11 

Energía mecánica E=K+U=]jk42 14,17 





Movimiento circular Cuando una partícula se mueve sobre una circunferencia con velocidad constante, su pro- 


yección sobre un diámetro de esa circunferencia se mueve con movimiento armónico sim- 
ple. 

Movimiento general próximo al equilibrio Si un objeto experimenta un pequeño desplazamiento a partir de cualquier posición de equi- 
librio estable, oscila alrededor de esta posición con movimiento armónico simple. 


2. Frecuencias angulares para diversos sistemas 


ke 
Masa ligada á un muelle x= y — 14.8 
m 
Púadala mp E 14.27 
5 $ == PE : 
| Eh 
Oscilador de torsión  = Vi 14,33 


donde ] es el momento de inercia y k la constante de torsión. Para pequeñas oscilaciones de 
un péndulo físico, « = MgD, donde D es la distancia del centro de masas al eje de rotación 
e l es el momento de inercia respecto a dicho eje. 


3. Oscilaciones amortiguadas En las oscilaciones de los sistemas reales, el movimiento está amortiguado debido a fuerzas 
disipativas. Si el amortiguamiento es mayor que cierto valor crítico, el sistema no oscila sino 
que regresa simplemente a su posición de equilibrio si ha sido perturbado. El movimiento 
de un sistema ligeramente amortiguado es muy semejante al movimiento armónico simple, 
pero tiene una amplitud que disminuye exponencialmente con el tiempo. 





. ; | 1 ] 
Frecuencia 0 a, y l.= 40? 14.48 
Energía E=Eg 14,44 
Amplitud A = Ape UA 14.41 

m 
Tiempo de extinción o constante de tiempo ss 14.42 
Factor Q (definición) Q = 0,7 14,45 
27 AE] 
Factor Q para amortiguamiento débil A E <= 1 14.47 
(AEB)... 2 ciclo 
4, Oscilaciones forzadas Cuando un sistema ligeramente amortiguado (b < b_) se ve forzado a oscilar por la acción de 


una fuerza externa que varía sinusoidalmente con el tiempo, £,., = F, cos et, el sistema 0s- 
cila con una frecuencia ww igual a la del sistema impulsor y con una amplitud A que depende 
de esta frecuencia. 
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TEMA 


OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 





Frecuencia de resonancia 


Anchura de resonancia para 
amortiguamiento débil 


"Función desplazamiento 


“Amplitud 


“Constante de fase 


qu == cdo 
Am il 
a 14.51 
dy  Q 
x = A cosíwt — 5) 14.54 
F, 
A Ááááéáéñz========= 5 14.55 
Y ttla; — 4) + b%w* 
ps 14.56 
mie — du?) 





Respuestas a las comprobaciones 
conceptuales 


14.1 WL/g 


Respuestas a los problemas prácticos 
14.1 (a) f =3,6 Hz, T = 0,285, (b) f = 2,5 Hz, T = 0,40 8 


14.2 w=31rad/s, v . =0/13mfs 


Máx 





14.3 (a) E = imv?,. = 0,0625], (b) A = V2E,.... /k = 5,59 cm 
14.4 24 cm 
14,5 2,018 
14.6 g' = 10,3 m/s? T = 1,%s 
14.7 T = e para x = L/6 y para x = L/2 
38 


Problemas 





En algunos problemas se dan más datos de los realmente 
necesarios; en otros pocos, deben aportarse algunos datos a 
partir de conocimientos generales, fuentes externas o 
estimaciones lógicas. 


En los datos numéricos sin coma decimal se deben 
considerar significativos todos los dígitos, incluidos los 
ceros a la derecha del último diferente de cero. 


PROBLEMAS CONCEPTUALES 





1 e Verdadero o falso: 

(a) En el movimiento armónico simple, el periodo es proporcional al 
cuadrado de la amplitud. 

(b) En el movimiento armónico simple, la frecuencia no depende de la 
amplitud. 

(c) Sila aceleración de una partícula que se mueve en una dimensión es 
proporcional al desplazamiento, pero de sentido opuesto, el movi- 
miento es armónico simple. 


2 * Sila amplitud de un oscilador armónico simple se triplica, 
¿en qué factor se modifica la energía? 


3 ** Un objeto sujeto a un muelle tiene un movimiento armó- 
nico simple de amplitud 4,0 cm. Cuando el objeto se encuentra a 
2,0 cm de la posición de equilibrio, ¿qué fracción de su energía total 
es energía potencial? (4) Un cuarto. (b) Un tercio. (c) La mitad. 
(4) Dos tercios. (e) Tres cuartos. "S8pP 


4 ** Un objeto sujeto a un muelle tiene un movimiento armó- 
nico simple de amplitud 10 cm. ¿A qué distancia de la posición de 
equilibrio se encuentra el objeto cuando sus energía cinética y po- 
tencial son iguales? (a) 5 cm. (b) 7,07 cm. (c) 9 cm. (d) No se puede 
saber a partir de estos datos. 


* Concepto simple, un solo paso, relativamente fácil 
e. Nivel intermedio, puede exigir síntesis de conceptos 
e..e  Desafiante, para alumnos avanzados 
'ssw La solución se encuentra en el Manual de soluciones 


Los problemas consecutivos que están sombreados son 
problemas relacionados. 


5 e* Dos sistemas idénticos están formados por un muelle unido 
por un extremo a un bloque y con el otro extremo sujeto a la pared. Los 
muelles son horizontales y los bloques descansan sobre una mesa hori- 
zontal sin rozamiento. Los bloques oscilan en movimientos armónicos 
simples de forma que la amplitud del movimiento del bloque A es cua- 
tro veces mayor que la del B. ¿Cómo son sus respectivas velocidades? 
Mrs e JO o cs (Eo, E (0) No se pue- 
den comparar con los datos aportados. 
6 ** Dos sistemas idénticos están formados por un muelle unido a 
un bloque y el otro extremo sujeto a la pared. Los muelles son horizonta- 
les y los bloques descansan sobre una mesa horizontal sin rozamiento. Los 
bloques oscilan en movimientos armónicos simples con la misma ampli- 
tud, pero la constante elástica del A es cuatro veces la del B. ¿Cómo son sus 
respectivas velocidades? (a) V, == Ue mó 1) Vi = ZO más (0) Da má, = 
Ava ng (1) No se pueden comparar con los datos que se aportan. 
7 +* Dos sistemas idénticos están formados por un muelle 
unido a un bloque por un extremo y con el otro extremo sujeto a la 
pared. Los muelles son horizontales y los bloques descansan sobre 
una mesa horizontal sin rozamiento. Los bloques oscilan en movi- 
mientos armónicos simples con la misma amplitud, pero la masa del 
A es cuatro veces la del B. ¿Cómo son sus respectivas velocidades? 
(a) Da máx 53 Lp máx” (b) Va máx = 20; máx" (c) Ca máx mi Uy máx? 2- (a) No se 
pueden comparar con los datos que se aportan. 3ÑP 





8 ** Dos sistemas idénticos están formados por un muelle 
unido a un bloque y el otro extremo sujeto a la pared. Los muelles 
son horizontales y los bloques descansan sobre una mesa horizontal 
sin rozamiento, Los bloques oscilan en movimientos armónicos sim- 
ples con la misma amplitud, pero la masa del Á es cuatro veces la del 
B. ¿Cómo son sus respectivas aceleraciones? (a) Ai 
(b) Pamáx máx" (c) Tamáx e (d) Tamáx ÓN (e) No Se 
pueden comparar con los datos aportados. 


g ++ En los cursos de física general, la masa del muelle de un mo- 
vimiento armónico simple se desprecia porque suele ser mucho menor 
que la masa del objeto al que se une. ¿Cómo se modificarían el periodo, 
la frecuencia y la energía total si se considerara la masa del muelle? 
SEP 


10 ** Dos sistemas muelle-masa oscilan con sendos periodos T, y T,, 
Si T, = 2T, y los muelles son idénticos, sus respectivas masas verifican 
(a) m, = dm, (b) m, =19,/VW2,(0)m, = m,/2, (d)m, =m,/4. 


11 ** Dos sistemas masa-muelle oscilan con frecuencias f, y f.. Si 
f, = 2f y las constantes de los dos muelles son iguales, las masas de 
ambos sistemas cumplen la relación (a) m y E god) MM, E ME; 
(c) m, = m,/2, (d) m, =1,/4. 


BA 


12 ** Dos sistemas masa-muelle A y B oscilan de modo que sus 
energías son iguales. 5í M, = 2M,, ¿cuál de las siguientes jo re- 
laciona las amplitudes de oscilación? (a) A, = = Ay/L (0) A, Ay/V2. 
(c) A, = Aj. (d) No se da suficiente Iommi para debio la re- 
lación de amplitudes. 


13 e* Dos sistemas masa-muelle A y B oscilan de modo que sus 
energías son iguales. 5i k, = 2k,, ¿cuál de las siguientes fórmulas rela- 
ciona las amplitudes de oscilación? (a) A, = Ap/A. (b) A, = A, /V2 
(c) A, = Aj. (4) No hay suficiente información para Aetemiose la rela- 
ción de las amplitudes ES W 


14 — ** Cuando sube la temperatura, la cuerda de un péndulo simple 
se alarga como consecuencia de la dilatación. ¿Cómo afectaría esto al fun- 
cionamiento de un reloj que funcionara con un péndulo simple? 


15  ** Una lámpara que cuelga del techo del coche restaurante de 
un tren oscila con periodo T,, cuando el tren está en reposo. El periodo 
será (emparejar las columnas derecha e izquierda) 
1. mayor que T, cuando A. el tren se mueve horizontalmente con 
velocidad constante. 
el tren se mueve por una curva de 
radio R con velocidad v. 
3. igual a T,, cuando C. el tren asciende por una colina de in- 
clinación € a velocidad constante. 
D. el tren pasa por una colina de radio de 
curvatura R con velocidad constante. 


2. menor que T, cuando B, 


16 ** El péndulo A tiene una lenteja de masa M, y longitud L,; el 
péndulo B tiene una lenteja de masa M, y longitud L,. Si el periodo de A es 


doble al de B, entonces (a) L, = 2L, y m, = 2m,, (b) L, = 4L, y 
HE Si (c) Ly =4AL,, coleillera que Eee la reladón 19, ¿Mo, 
(d) L, = W2L,, cualeiesa que sea la relación mM, Mp. 


17 ++ Dos péndulos simples tienen longitudes L, y L, y masas 
mM, Y Mg. Si la frecuencia del A es un tercio de la del B, (a) E. =3La 
y Ma -3 My (b) L, = 9 L, y m, = My JE,” 9L inlspendiente: 
ente del ala de 1, tg, (d) L a = V3L,, inde pendientemente del 

valor de 11, /mM,. "S8WP 


18 ++ Dos péndulos simples tienen longitudes L, y L, y masas 
Ma, Y Mp. Si la única diferencia entre sus movimientos es que la am- 
plitud del A es el doble de la pel A entonces (2) L, = Ly y 1, = My, 
(B)L, =2.L, y Mm, = my lc) L, = Ly ihdepenthisatemente del valor 
de m,/m, (d) L,=3 bo cualquiera que sea el cociente 111, /' m1. 
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19 e. Verdadero o falso: 


(4) La energía mecánica de un oscilador amortiguado (no forzado) de- 
crece exponencialmente con el tiempo. 

(b) La resonancia de un oscilador amortiguado forzado se produce 
cuando la frecuencia externa coincide exactamente con la frecuencia 
natural. 

(c) Si el factor Q de un oscilador amortiguado es elevado, entonces su 
curva de resonancia será estrecha. 

(4) La constante de tiempo 7 de un oscilador muelle-masa con amorti- 
guamiento lineal es independiente de su masa. 

(e) El factor O de un oscilador muelle-masa con amortiguamiento lineal 
es independiente de su masa. 


20 e* Dos osciladores formados por el sistema muelle-masa tienen 
la misma constante de amortiguamiento y constante elástica. Sin em- 

bargo, la masa del sistema Á es 4 veces la masa del sistema B. a. 

están relacionadas sus constantes de tiempo? (a) T, = 477. (b) T_=27 
(c) 7, = Tp. (4) No se pueden comparar con los stos aportados. 


21 *+* Dos osciladores formados por el sistema muelle-masa tienen 

la misma constante de tiempo y constante elástica. Sin embargo, la masa 

del sistema Á es 2 veces la masa del sistema B. ¿-Omo están relaciona- 

Pa sus constantes de amortiguamiento? (1) b, = 4bz. (b) lr, = 2h. 
(c) b, = by. (d) b, = 3b,. (e) No se pueden comparar con estos data: 


22 +* Dos osciladores forzados formados por el sistema muelle- 
masa tienen la misma fuerza impulsora, constante de amortiguamiento 
y constante elástica. Sin embargo, la masa del sistema A es 4 veces la 
masa del sistema B. Si los sistemas están débilmente ore uaños 
¿cómo están nadas sus Hecuencias de resonancia? (4) w, = = did: 
(B) eu, = 2007. (0) wm, = 50: (4d) w, = = 0%: (e) No se pueden comparar con 
los datos que se dan. 


23 +* Dos osciladores forzados formados por el sistema mue- 
lle-masa tienen la misma fuerza impulsora, constante de amorti- 
guamiento y masa. Sin embargo, la constante elástica del sistema A 
es 4 veces la del sistema B. Si los sistemas están débilmente amor- 
tiguados, ¿cómo están A sus a de resonancia? 
(2) 9, = 08. (b) o, =2 07. (0) w, = 307. (d) w, = 30. (e) No se pue- 
den comparar con los datos aporiados: 58 


24 — ** Dos osciladores forzados formados por el sistema muelle- 
masa tienen la misma fuerza impulsora, constante de amortiguamiento 
y constante elástica. Sin embargo, la longitud del sistema A es 4 veces la 
del sistema B. Si los sistemas están débilmente amortiguados nO 
están relacionadas sus frecuencias de resonancia? (4) w, = 0%. (b) 0, 
20. (c) w, = 307. (d) w, = 30. (e) No se pueden comparar con q 
datos que se aportan. 


APROXIMACIONES Y ESTIMACIONES 
q 0QE_E 5 ER BA ÁEAPDQOEI A 


25 * Estimar la anchura de la caja de un antiguo reloj de pendulo 
con respecto a la anchura de la lenteja del péndulo si el movimiento del 
péndulo es armónico simple. 3pp 


26 * Un pequeño saco de boxeo tiene el tamaño y peso de la ca- 
beza de una persona. El saco está colgado de una pequeña cuerda. 
Estimar la frecuencia natural de oscilación del saco. 


27 +* Un niño se está columpiando en un columpio. Si no se le su- 
ministra energía mecánica, la amplitud de su oscilación disminuye un 
factor 1/e cada ocho periodos. Estimar el factor Q para este sistema. 


28 e. (a) Estimar el periodo natural de oscilación del vaivén de 
brazos de una persona cuando camina, suponiendo que no lleva ningún 
peso. (b) Estimar el periodo natural de oscilación si la persona mueve 
una cartera muy pesada. Obsérvese cómo camina la gente y estímese si 
estos dos cálculos se ajustan a lo que se percibe en la vida cotidiana. 
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MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 








Nota: a menos que se indique lo contrario, suponer que el movi- 
miento de los objetos de esta sección es armónico simple. 


29 * La posición de una partícula viene dada por x = (7 cm) cos 
órt, donde f viene dado en segundos. Determinar (a) la frecuencia, (b) el 
periodo y (c) la amplitud del movimiento de la partícula. (4) ¿Cuál es el 
primer instante después de f = O en el que la partícula está en su posición 
de equilibrio? ¿En qué sentido se está moviendo en ese instante? 


30 e ¿Cuál es la constante de fase $ de la ecuación 14.4 si la posi- 
ción de la partícula oscilante en el instante + = 0 es (2) 0, (b) —A, (c) A, 
(d) A/2? 


31 e Una partícula de masa 1 parte del reposo en x = + 25 cm 
y oscila alrededor de su posición de equilibrio en x = 0 con un periodo 
de 1,5 s. Escribir las ecuaciones para (a) la posición x en función del 
tiempo t, (b) la velocidad v, en función de t y (c) la aceleración a, en 
función de |. "E8pp 


32 e+* Hallar el módulo máximo de (1) la velocidad y (b) la acelera- 
ción de la partícula del problema 29. (c) ¿Cuál es la primera vez que la 
partícula está en x = 0 y moviéndose hacia la derecha? 


33 ee Resolver el problema 31 para el caso en que la partícula está ini- 
cialmente en x = 25 cm y se está moviendo con velocidad v, = +50 cms. 


34 ee Una partícula oscilante tiene un periodo de 8 s y una ampli- 
tud de 12 cm, En el tiempo t = 0, se encuentra en la posición de equili- 
brio. Determinar la distancia recorrida durante el intervalo (a) + = 0 a 
¿=28s,(b)t=2sat=4s (c)t=0at=1sy(d)t=1sat=2s. 


35 e* El periodo de una partícula oscilante es 8 s. En t = 0, la par- 
tícula está en reposo en x = Á = 10 cm. (1) Hacer un gráfico de x en fun- 
ción de £. (b) Hallar la distancia recorrida en el primer, segundo, tercer 
y cuarto segundo después de t = 0, 


36  "* APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO En las especificaciones militares es frecuente que exijan que los 
dispositivos electrónicos sean capaces de resistir aceleraciones de 1Uy = 
98,1 ms”. Para asegurarse de que sus productos cumplen con esta es- 
pecificación, los fabricantes los someten a ensayos en una mesa vibrante 
que puede hacer vibrar un equipo a diversas frecuencias y amplitudes 
especificadas. Si un determinado dispositivo se somete a una vibración 
de 1,5 cm de amplitud, ¿cuál deberá ser su frecuencia para que cumpla 
con la especificación militar de los 102? 


37 e* La posición de una partícula viene dada por x = 2,5 cos ri, 
donde x se expresa en metros y len segundos. (2) Determinar la veloci- 
dad máxima y la aceleración máxima de la partícula. (b) Determinar la 
velocidad y la aceleración de la partícula cuando x = 1,5m. '"$8pP 


38 *** (1) Demostrar que Á, cos (ut + 6) puede escribirse también 
como A, sen (wt) + A, cos (wtf), y determinar A, y 4. en función de A, y 
5, (b) Relacionar A, y A, con la posición y la velocidad iniciales de una 
partícula que experimenta un movimiento armónico simple. 


MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 
Y MOVIMIENTO CIRCULAR 





39 e Una partícula se mueve sobre una circunferencia de 
radio 40 cm con una velocidad constante de 80 cms. Hallar (a) la 
frecuencia y el periodo del movimiento de la componente x de su 
posición. (b) Escribir una ecuación para la componente x de la posi- 
ción de la partícula en función del tiempo f, suponiendo que la par- 
tícula está sobre el eje x en el instante t = 0. "spp 

40 e Una partícula se mueve sobre una circunferencia de 
radio 15 cm, dando 1 revolución cada 3 s. (a) ¿Cuál es el módulo de 
la velocidad de la partícula? (b) ¿Cuál es su velocidad angular «? 
(c) Escribir una ecuación para la componente x de la posición de la 
partícula en función de t, suponiendo que está sobre el eje x positivo 
en el instante i = 0. 


LA ENERGÍA EN EL MOVIMIENTO 
ARMÓNICO SIMPLE 





41 e Un objeto de 2,4 kg que descansa sobre una superficie hori- 
zontal sin rozamiento está sujeto a un muelle horizontal de constante de 
fuerza k = 4,5 kN 'm. El otro extremo del muelle está quieto. El muelle 
se estira 10 cm desde el equilibrio y se deja en libertad. Determinar su 
energía total. 


42 e Determinar la energía total de un objeto de 3 kg que oscila 
sobre un muelle horizontal con una amplitud de 10 cm y una frecuencia 
de 2,4 Hz. 


43 *  Unobjeto de 1,5 kg oscila con movimiento armónico simple 
unido a un muelle de constante de fuerza k = 500 N'm. Su velocidad 
máxima es 70 cm/s, (1) ¿Cuál es la energía total? (b) ¿Cuál es la ampli- 
tud de la oscilación? "e8pp 


44 * Un objeto de 3 kg que descansa sobre una superficie hori- 
zontal sin rozamiento está unido a un muelle de constante de fuerza 
2 kN m. El sistema tiene una energía total de 0,9]. (1) ¿Cuál es la am- 
plitud del movimiento? (b) ¿Cuál es su velocidad máxima? 


45 e Un objeto que descansa sobre una superficie horizontal sin ro- 
zamiento oscila unido a un muelle con una amplitud de 4,5 cm. Su energía 
mecánica total es 1,4]. ¿Cuál es la constante de fuerza del muelle? 


46 ** Un objeto de 3 kg descansa sobre una superficie horizontal 
sin rozamiento y oscila sobre un muelle con una amplitud de 8 cm. Su 
aceleración máxima es 3,50 m/s”. Determinar la energía total. 


MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 
Y MUELLES 








47 * Un objeto de 2,4 kg está sujeto a un muelle horizontal de 
constante de fuerza k = 4,5 kN 'm. El muelle se estira 10 cm desde el 
equilibrio y se deja en libertad. Determinar (a) la frecuencia del movi- 
miento, (b) el periodo, (c) la amplitud, (1) la velocidad máxima y (e) la 
aceleración máxima. (f) ¿Cuándo alcanza el objeto por vez primera su 
posición de equilibrio? ¿Cuál es su aceleración en ese instante? 


48 e Responder a las cuestiones del problema 47 para un objeto 
de 5 kg sujeto a un muelle de constante de fuerza k = 700 Nm, te- 
niendo en cuenta que el muelle está inicialmente separado 8 cm de la 
posición de equilibrio. 


49 e Un objeto de 3 kg sujeto a un muelle horizontal oscila con 
una amplitud A = 10 cm y una frecuencia f = 2,4 Hz. (1) ¿Cuál es la 
constante de fuerza del muelle? (b) ¿Cuál es el periodo del movimiento? 
(c) ¿Cuál es la velocidad máxima del objeto? (4) ¿Cuál es la aceleración 
máxima del objeto? "8pF 


50 e Al subir una persona de 85 kg a un coche de masa 2400 kg, 
sus ballestas descienden 2,35 cm. Suponiendo que empieza oscilando 
verticalmente y que no hay amortiguamiento, ¿con qué frecuencia vi- 
brará el coche y el pasajero sobre las ballestas? 


51 e Un objeto de 4,5 kg oscila sobre un muelle horizontal con una 
amplitud de 3,8 cm. 5u aceleración máxima es de 26 m/s, Determinar (1) 
la constante de fuerza k, (b) la frecuencia y (c) el periodo del movimiento. 


52 +* Un objeto de masa ¡nm está colgado de un muelle vertical de 
constante 1800 Nm. Cuando se estira de él hacia abajo separándolo 
2,5 cm del equilibrio y se le deja en libertad desde el reposo, el objeto os- 
cila con una frecuencia de 5,5 Hz. (a) Hallar 1. (b) Hallar cuánto se es- 
tira el muelle a partir de su longitud natural cuando el objeto está en 
equilibrio. (c) Escribir expresiones para el desplazamiento x, la veloci- 
dad v, y la aceleración a, en función de f. 





53 e*e Un objeto de masa desconocida se cuelga verticalmete del 
extremo de un muelle sin deformación, y se suelta desde el reposo. Cae 
3,42 cm antes de que quede en reposo por primera vez. Hallar el pe- 
riodo del movimiento, 


54 es Una maleta de 20 kg de 
masa cuelga de dos cuerdas, tal como 
se muestra en la figura 14,27, Cada 
cuerda se alarga 5 cm cuando la ma- 
leta está en equilibrio. Si se estira la 
maleta un poco hacia abajo y se 
suelta, ¿cuál será la frecuencia de la 
oscilación? 


55 es Un bloque de 0,12 kg está 
suspendido de un muelle, Cuando 
una pequeña piedra de masa 30 g se 
sitúa sobre el bloque, el muelle se 
alarga 5 cm más. Con la piedra sobre 
el bloque, el muelle oscila con una 
amplitud de 12 cm. (1) ¿Cuál es la frecuencia del movimiento? (b) ¿Cuánto 
tiempo tardará el bloque en recorrer la distancia entre el punto más bajo y 
el punto más alto? (c) ¿Cuál es la fuerza neta sobre la piedra cuando se en- 
cuentra en un punto de máximo desplazamiento hacia arriba? 





FIGURA 14.27 
Problema 54 


56 es Determinar en el problema 55 la máxima amplitud de oscila- 
ción para la cual la piedra permanece sobre el bloque. 


57 ee Un objeto de masa 2,0 kg está sujeto en la parte superior de un 
muelle vertical que está anclado en el suelo. La longitud natural del mue- 
lle es de 8,0 cm y la longitud del muelle cuando el objeto está en equili- 
brio es de 5,0 cm, Cuando el objeto está en reposo en su posición de 
equilibrio, se le da un impulso hacia abajo con un martillo, de tal manera 
que la velocidad inicial es de 0,3 m/s. (2) ¿A que máxima altura, respecto 
al nivel del suelo, se elevará el objeto? (b) ¿Cuánto tiempo tardará el ob- 
jeto en alcanzar la máxima altura la primera vez? (c) ¿Volverá el muelle a 
estar sin compresión? ¿Qué velocidad inicial mínima debe darse al objeto 
para que el muelle no tenga compresión en un instante dado? 


58 *.. APLICACIÓN A LA INGENIERÍA En un torno, un bloque de 
950 kg de masa cuelga del extremo de un cable de 150 GN /m? de mó- 
dulo de Young, 1,5 cm* de área transversal y 2,5 m de longitud. 
(a) ¿Cuánto se alargará el cable? (b) Suponiendo que el cable se com- 
porta como un muelle simple, ¿cuál es la frecuencia de oscilación del 
bloque en el extremo del cable? 


PÉNDULOS SIMPLES 





59 * Determinar la longitud de un péndulo simple si su fre- 
cuencia para pequeñas amplitudes es de 0,75 Hz. "pp 

60 * Hallar la longitud de un péndulo simple si el periodo del 
péndulo es 5 s. 


61 e ¿Cuál sería el periodo del péndulo del problema 60 en la 
Luna, donde la aceleración de la gravedad es un sexto de la correspon- 
diente a la Tierra? 


62 * Siel periodo de un péndulo de 70 cm de longitud es 1,68 s, 
¿cuál es el valor de g en el sitio donde está situado el péndulo? 


63 e Un péndulo colgado en el hueco de una escalera de un edi- 
ficio de 10 pisos se compone de una masa grande suspendida de un 
alambre de 34,0 m de longitud. ¿Cuál es su periodo de oscilación? 


64 e* Demostrar que la energía total de un péndulo simple que se 
mueve con oscilaciones de pequeña amplitud b, es, aproximadamente, 
E = 3mgLg?. Sugerencia: utilizar la aproximación cos d =1— 1d? para 
unlores pequeños de q. 

65 **.* Un péndulo simple de longitud L está sujeto a un carro que se 
desliza sin rozamiento hacia abajo por un plano inclinado que forma un 
ángulo $ con la horizontal, como muestra la figura 14.28. Determinar el 
periodo de oscilación del péndulo que está sobre el carro deslizante. "S8wP 


E 
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FIGURA 14.28 Problema 65 


6  **.* Un péndulo simple de longitud L se libera partiendo del re- 
poso desde un ángulo d.,. (a) Suponiendo que el péndulo realiza un mo- 
vimiento armónico simple, determinar su velocidad cuando pasa por la 
posición p = O utilizando la aproximación de pequeñas oscilaciones. (b) 
Considerando la conservación de la energía, determinar exactamente 
esta velocidad para cualquier ángulo. (c) Demostrar que los resultados 
de (4) y (b) coinciden cuando dh, es pequeño. (4) Determinar la diferen- 
cia entre estos resultados para $, = 0,20 rad y L = 1 m. (e) Determinar 
la diferencia entre estos resultados para p, = 1,20 rad y L=1m. 


PÉNDULOS FÍSICOS 





67 e Un disco uniforme y delgado de 5 kg cuyo radio es de 20 cm, 
puede girar ligeramente en torno a un eje horizontal fijo perpendicular 
al disco y que pasa por su borde. El disco se desplaza ligeramente del 
equilibrio y se suelta. Hallar el periodo del movimiento armónico sim- 
ple que se produce. "538p 


68 e Unaro circular de 50 cm de radio se cuelga de una varilla hori- 
zontal delgada, a la que se permite oscilar en el plano del aro. ¿Cuál es el 
periodo de su oscilación, suponiendo que la amplitud es pequeña? 


69 e Sesuspende una figura plana de 3 kg de un punto situado a 
10 cm de su centro de masas. Cuando está oscilando con amplitud pe- 
queña, el periodo de oscilación es 2,6 s. Hallar el momento de inercia / 
respecto a un eje perpendicular al plano de la figura que pasa por el 
punto de oscilación. 


70 es APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CONTEXTO, 
ConcEPTUAL Usted ha diseñando una gatera (puerta para gatos) que 
consiste en una pleza cuadrada de madera de 2,54 cm de grosor y 
15,24 cm de lado con la bisagra en su parte superior. Para asegurarse de 
que el gato tiene suficiente tiempo de pasar a través de ella y no quedar 
atrapado, la puerta debería tener, por lo menos, una frecuencia natural 
de 1 s. ¿Funcionará bien su diseño? En caso de respuesta negativa, in- 
dique las modificaciones que se deberían hacer. 


71 e* “Tenemos una regla y se nos pide que taladremos un agujero 
de tal modo que cuando pivotemos la regla sobre él, el periodo del pén- 
dulo sea un mínimo. ¿Dónde taladraremos el 
agujero? 


72 ** La figura 14.29 muestra un disco 
uniforme de radio R = 0,8 m y masa 6 kg con 
un pequeño agujero a la distancia d del centro 
del disco que puede servir de punto de pi- 
vote. (1) ¿Cuál debe ser la distancia d para que 
el periodo de este péndulo físico sea 2,5 s? 
(b) ¿Cuál debe ser la distancia para que este 
péndulo físico tenga el periodo menor posi- 
ble? ¿Cuál es este periodo? 





FIGURA 14.29 
Problema 72 
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73 **e LospuntosP, y P, de un objeto 
plano (figura 14.30) están a una distancia 
Rh, y Rh, respectivamente, del centro de 
masas. El objeto oscila con el mismo pe- 
riodo T cuando rota libremente que si lo 
hace en torno a P, o a P,. Ambos ejes son 
perpendiculares al plano del cuerpo. 
Demostrar que hh, + h, = gT*/(47?), con 
h, Fh,. Bee 


74 "*e Seconstruye un péndulo físico 
a partir de una lenteja esférica de radio r y 
masa m colgada de una cuerda (figura 
14.31). La distancia desde el centro de la 
esfera al punto de suspensión es L. 
Cuando r es mucho menor que L, este 
péndulo suele considerarse como un pén- 
dulo simple de longitud L. (2) Demostrar 
que para pequeñas oscilaciones el periodo 
viene dado por T = T, V1 + (2513; 
donde 1, = 27 VL/g es el periodo del 
péndulo simple de longitud L. (b) De- : 
mostrar que cuando res mucho menor que L 
L, el periodo vale, aproximadamente, h 
T=T¿(1 + /5£2), (e) Si L=1myr= 
2 cm, hallar el error cuando se utiliza la 
aproximación T = T, para este péndulo. 
¿Qué tamaño deberá tener el radio de la 
lenteja para que el error sea del 1 por 
ciento? 





FIGURA 14.30 
Problema 73 








FIGURA 14.31 
Problema 74 


75 **+e La figura 14,32 muestra el péndulo de un reloj. La barra 
uniforme de longitud L = 2,0 m tiene una masa m = 0,8 kg. Sujeto a la 
barra hay un disco de masa M = 1,2 kg y radio 0,15 m. El reloj se ha 
construido de modo que funcione con total precisión si el periodo del 
péndulo es exactamente 3,50 s. (4) ¿Cuál debe ser la distancia d para 
que el periodo del péndulo sea 2,5 s? (b) Supongamos que el reloj de 
péndulo atrasase 5,0 min por día. ¿A qué distancia y en qué sentido 
debe desplazarse el disco para conseguir que el reloj marque correcta- 
mente el tiempo? 





FIGURA 14.32 
Problema 75 


OSCILACIONES AMORTIGUADAS 





76 e Un objeto de 2 kg ligado a un muelle de constante k = 
400 N fm oscila con una amplitud inicial de 3 cm. Hallar (4) el periodo 
y (b) la energía inicial total. (c) Si la energía disminuye en un 1 por 
ciento por periodo, hallar la constante de amortiguamiento b y el fac- 
tor O. 


7 +* Demostrar que el cociente de las amplitudes de dos oscila- 
ciones sucesivas en un oscilador forzado es constante. 'S8NP 


78 —** Unoscilador tiene un periodo de 3 s. Su amplitud dismi- 
nuye en un 5 por ciento durante cada ciclo. (4) ¿Cuánto disminuye 
su energía durante cada ciclo? (b) ¿Cuál es la constante de tiempo 7? 
(c) ¿Cuál es el factor Q? 


79 e* Un oscilador lineal posee un factor Q igual a 20. (a) ¿En qué 
fracción disminuye la energía en cada ciclo? (b) Utilizar la ecuación 
14.40 para determinar la diferencia en porcentaje entre w' y 0, 
Sugerencia: utilizar la aproximación (1 + x)2 =1 +3x para valores pegue- 
ños de x. 


80 e+* Un sistema masa-muelle amortiguado lineal oscila con una 
frecuencia de 200 Hz. La constante de tiempo del sistema es 2,0 s. En el 
tiempo t = 0, la amplitud de oscilación es 6,0 cm y la energía del sistema 
oscilante es 60 J. (a) ¿Cuál es la amplitud de oscilación para t = 2,0 s y 
para t = 4,0 s? (b) ¿Cuánta energía se disipa en el primer intervalo de 
2 5? ¿Y en el segundo intervalo de 2 s? 

81 ++ APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Se ha establecido que 
cuando la Tierra vibra tiene un periodo de resonancia de 54 min y un 
factor Q de aproximadamente 400, y que después de un gran terremoto, 
la Tierra “tiembla” (se produce una vibración continua) durante dos 
meses. (4) Determinar el porcentaje de energía de vibración perdida de- 
bido a las fuerzas de amortiguamiento en cada ciclo. (b) Demostrar que 
después de 1 periodos, la energía es E, = (0,984)" E,, siendo E, la ener- 
eía inicial. (c) Si la energía inicial de vibración de un terremoto es E,, 
¿cuál es la energía al cabo de 2 días? "espp 


sz *** Un péndulo compacto que se usa en un experimento de fí- 
sica tiene una masa de 15 g y una longitud de 75 cm. Para que el pén- 
dulo comience a oscilar, un estudiante de física instala un ventilador, 
que produce un flujo horizontal de aire de velocidad 7 m/s hacia la len- 
teja. Con el ventilador en marcha, la lenteja está en equilibro cuando el 
péndulo está inclinado 5" respecto la dirección vertical. Cuando se para 
el ventilador, se deja que el péndulo oscile. (2) Si suponemos que la 
fuerza de resistencia a causa del aire viene dada por —bv, ¿cuál es la 
constante de tiempo o tiempo de extinción 7 de las oscilaciones del pén- 
dulo? (b) ¿Cuánto tiempo pasará hasta que la amplitud de la oscilación 
sea de 1”? 


83 .**.. ÁPLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO 5e trata de medir la viscosidad de ciertos aceites de la siguiente 
manera: la viscosidad de un fluido puede medirse determinando el 
tiempo que tardan en decaer las oscilaciones de un oscilador inmerso 
en ese fluido, cuando se conocen previamente las propiedades del os- 
cilador. Como las velocidades a las que se moverá el oscilador no son 
grandes, sino más bien pequeñas, no habrá turbulencia y la fuerza de 
arrastre del fluido sobre una esfera de radio 4 que se mueve a veloci- 
dad v será F, = 6rano, donde y es la viscosidad del fluido. Supon- 
gamos que el oscilador está formado por un muelle de constante 
elástica 350 N / cm y una esfera de oro de 6 cm de radio que cuelga del 
muelle. (2) ¿Cuál es la viscosidad del fluido si la constante de tiempo 
es de 2,8 s? (b) ¿Cuánto vale el factor Q? "spp 


OSCILACIONES FORZADAS Y 
RESONANCIA 





84 e Un oscilador amortiguado pierde el 2 por ciento de su ener- 
gía en cada ciclo. (1) ¿Cuál es su factor Q? (b) Si su frecuencia de reso- 
nancia es 300 Hz, ¿cuál es la anchura de la curva de resonancia A 
cuando el oscilador está forzado? 


85 * Determinar la frecuencia de resonancia de cada uno de los tres 
sistemas indicados en la figura 14.33, 
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k=800,0N/'m e! 
¿E 
: L=2,0m 
m=4,0kg 
(a) (b) (c) 
FIGURA 14.33 Problema 85 
26 e* Un oscilador amortiguado pierde el 3,5 por ciento de su 


energía durante cada ciclo. (1) ¿Cuántos ciclos han de transcurrir antes 
de que se disipe la mitad de su energía? (b) ¿Cuál es el factor Q? (c) Si la 
frecuencia natural es 100 Hz, ¿cuál es la anchura de la curva de reso- 
nancia cuando el oscilador se ve forzado exteriormente? 


87 e* Un objeto de 2 kg oscila sobre un muelle de constante de 
fuerza k = 400 N'm. La constante de amortiguamiento es b = 
2,00 kg/ s. Está forzado por una fuerza sinusoidal de valor máximo 
10 N y frecuencia angular w = 10 rad /s. (a) ¿Cuál es la amplitud de 
las oscilaciones? (b) Si se varía la frecuencia de la fuerza impulsora, 
¿a qué frecuencia se producirá la resonancia? (c) Hallar la amplitud 
de las vibraciones en la resonancia. (4) ¿Cuál es la anchura Ao de la 
curva de resonancia? "E8NF 


88 se APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO Supongamos que tenemos el mismo oscilador que el del pro- 
blema 83, pero ahora la constante elástica del muelle es de 35 N/cm. Se 
ha estudiado la viscosidad del etilenglicol con ese método y se ha de- 
terminado que su viscosidad es 19,9 mPa + s. Ahora decidimos forzar el 
sistema con una fuerza externa. (a) Sí el módulo de la fuerza externa es 
0,11 N y se alcanza la resonancia, ¿cuál sería el valor de la amplitud de 
la oscilación resultante? (b) Si el sistema no se forzara, pero se le per- 
mite oscilar, ¿qué porcentaje de energía se perdería por ciclo? 


PROBLEMAS GENERALES 





89 + MÚLTIPLES PASOS El desplazamiento de una partícula 
viene dado por y = 0,4 cos (3t + 7/4), donde x se expresa en metros y 
ten segundos. (2) Hallar la frecuencia f y el periodo T del movimiento. 
(b) Obtener la expresión para la velocidad en función del tiempo. 
(c) ¿Cuál es su máxima velocidad? 


390 * APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Un astronauta llega a un 
nuevo planeta y lleva consigo un simple dispositivo para medir la ace- 
leración de la gravedad allí. El radio del planeta es de 7550 km y el pén- 
dulo de 0,5 m de longitud tiene un periodo de 1 s. ¿Cuál es la masa del 
planeta? 


91 e. Un reloj de péndulo funciona correctamente en la superficie 
de la Tierra. ¿En qué situación el error será mayor: si el reloj se baja a 
una mina de profundidad h o si se eleva a una altura 1? Suponer que 
EE 


92 es La figura 14,34 muestra un péndulo de longitud L con una 
lenteja de masa M. La lenteja está unida a un muelle de constante k, 
como se indica. Cuando la lenteja está directamente por debajo del so- 
porte del péndulo, el muelle tiene su longitud natural de equilibrio. 


(a) 


(0) 


Problemas | 493 


(1) Deducir una expresión para el pe- Ep 
riodo de este sistema oscilante para dm 
vibraciones de pequeña amplitud. | 

(b) Suponer que M = 1 kg y L es tal ' 

que en ausencia del muelle el pe- 

riodo es 2,0 s, ¿Cuál es la constante L | 
de fuerza del muelle k si el periodo 

del sistema oscilante es 1,0 s? 


93 e. Una masa ;m, que se des- 
liza sobre una superficie horizontal 
sin rozamiento está sujeta a un mue- 
lle de constante de fuerza k y oscila 
con amplitud 4. Cuando el muelle 
está con su mayor deformación y la 
masa está instantáneamente en re- 
poso, se coloca en la parte superior de m1, otra masa 11,. (1) ¿Cuál es el 
menor valor del coeficiente de rozamiento estático 1, que permite que 1, 
no se deslice sobre 111,? (b) Explicar cómo se modifican la energía total E, 
la amplitud A, la frecuencia angular w y el periodo T al situar m, sobre 
m,, suponiendo que el rozamiento es suficientemente grande para que 
no haya deslizamiento. "S5pp 


A 
III 


FIGURA 14.34 
Problema 92 





94 ** Una caja de 100 kg de masa cuelga del techo de una habita- 
ción sujeta a un muelle de constante 500 Nm. El muelle tiene una lon- 
gitud natural de 0,5 m. (1) Determinar la posición de equilibrio de la 
caja. (b) Un muelle idéntico se cuelga del techo y se sujeta a la misma 
caja, al lado del anterior. Determinar qué frecuencia tendrán las oscila- 
ciones cuando se libere la caja. (c) ¿Cuál será la nueva posición de equi- 
librio de la caja cuando acabe parándose? 


95 +. APLICACIÓN A LA INGENIERÍA La aceleración causada por 
la fuerza de la gravedad g varía con la situación geográfica, debido a la 
rotación de la Tierra y a que la Tierra no es exactamente esférica. Este 
hecho fue descubierto por primera vez durante el siglo xvH, cuando se 
observó que un reloj de péndulo cuidadosamente ajustado para marcar 
el tiempo correcto en París, se atrasaba alrededor de 90 s/ día cerca del 
ecuador. (1) Demostrar que una pequeña variación en la aceleración de 
la gravedad Ag produce un pequeño cambio AT en el periodo de un 
péndulo dado por AT/T = —-5 Ag/g. (b) ¿Qué variación de y se necesita 
para justificar un cambio de periodo de 90 s/ día? 


96 e* Un bloque pequeño de masa m, descansa sobre un pistón 
que está vibrando verticalmente con movimiento armónico simple 
dado por y = Á sen ef. (4) Demostrar que el bloque se separará del pis- 
tón si A > 2. (b) Si A = 3g y A = 15 cm, ¿en qué instante el bloque 
se separará del pistón? 


97 «+ Demostrar que en los dos casos de la figura 14.354 y b, el ob- 
jeto oscila con una frecuencia f = (1/2) Vk,, fm, donde k,, viene dado 
por (a) k..= k, +K, y (b) 1/k., =14 E 31 / k,. (Sugerencia: hallar la fuerza 
neta E sobre el objeto para un pequeño desplazamiento x, y escribir FE = —k,.x. 
Obsérvese que en (b) los muelles se deforman en cantidades diferentes cuya 
suma es x.) "SEP 





FIGURA 14.35 Problema 97 


98  ** PÓNGALO EN SU CONTEXTO Durante un terremoto, el suelo 
horizontal oscila con un movimiento armónico simple. Supongamos que 
el periodo es de 0,8 s. (4) Tras el terremoto, las imágenes registradas en los 
vídeos mostraban cómo una caja empezaba a deslizarse sobre el suelo 
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cuando la amplitud de las oscilaciones alcanzaba 10 cm. A partir de esos 
datos, determinar el coeficiente estático del suelo, (b) Si el coeficiente de 
rozamiento entre el suelo y la caja fuera de 0,4, ¿cuál sería la amplitud má- 
xima de vibración antes de que la caja empezara a deslizarse? 


99 e* Siatamos dos cuerpos de masas m, y m, a los dos extremos 
de un muelle de constante k y los hacemos oscilar, demostrar que la fre- 
cuencia de oscilación es w = (k/4)', donde y = m,m,/(m, + m,) es la 
masa reducida del sistema. 


100 ee Una de las formas de vibración de la molécula de HCl tiene 
una frecuencia de 8,969 x 101% Hz, Usando la relación deducida en el 
problema 99, determinar la constante k de la molécula de HCl. 


101 ** Sisereemplaza el átomo de hidrógeno de la molécula de HCI 
por un átomo de deuterio, ¿cuál será la nueva frecuencia de vibración de 
la molécula? (El átomo de deuterio está formado por un protón y un neu- 
trón.) 


102 **+* HOJA DE CÁLCULO 
Un bloque de masa 1 situado 
sobre una mesa horizontal está 
unido a un muelle de cons- 
tante k, como se muestra en la 
figura 14.36. El coeficiente de rozamiento cinético entre el bloque y la 
masa es pu . Se estira el muelle una longitud Á siendo KA > u me, y luego 
se le deja libre. (4) Aplicar la segunda ley de Newton al bloque para ob- 
tener una ecuación para su aceleración d%x dé durante el primer medio 
ciclo, durante el cual el bloque se está moviendo hacia la izquierda. 
Demostrar que la ecuación resultante puede escribirse como 
dx [di =—efx', donde w=Vkim y  x"=x-—X, con 
X, = pymg/k = pu, gw”, (b) Repetir el apartado (4) para el segundo semi- 
ciclo, cuando el bloque se mueve hacia la derecha y demostrar que 
dd? = —utx, six” =x+ Xy Y Xx, tienen el mismo valor. (c) Utilizar 
una hoja de cálculo para hacer un gráfico de los primeros 5 semiciclos 
para Á = 10x,, Describir el movimiento, si lo hay, después del quinto se- 
miciclo, 





FIGURA 14.36 Problema 102 


103 **+*e La figura 1437 muestra un 
semicilindro de masa M y radio R que 
descansa sobre una superficie horizon- 
tal. Si un lado del semicilindro se empuja 
ligeramente y luego se libera, el objeto 
oscilará alrededor de su posición de 
equilibrio. Determinar el periodo de esta 
oscilación. "28pP 





FIGURA 14.37 
Problema 103 


104 *.e Se perfora un túnel 
pequeño a través de la Tierra, 
como se indica en la figura 
14.38. Suponer que las paredes 
carecen de rozamiento. (a) La 
tuerza gravitatoria ejercida por 
la Tierra sobre una partícula de 
masa m a una distancia r del 
centro de la misma cuando 
PAR ERE -(GmM, ¿ROr, 
donde M., y R, son la masa y el 
radio de la Tierra, respectiva- 
mente. (a) Demostrar que la 
fuerza neta sobre una partícula de masa ¡1 situada a una distancia x del 
centro del túnel viene dada por F, = —(GmM.,(R$)x y que el movi- 
miento de la partícula es, por consiguiente, armónico. (b) Demostrar 
que el periodo del movimiento viene dado por T = 217 VR, /g. (c) 
Hallar su valor en minutos, 





FIGURA 14.38 Problema 104 


15 *+* [WNÚLTIPLES PASOS En este problema hay que obtener la 
expresión correspondiente a la potencia media cedida por una 
fuerza impulsora a un oscilador forzado (figura 14.39). 







En 
p máx 
_—Amortiguamiento 
7 pequeño, Q grande 
P 
2 máx 
Amortiguamiento 
Pu 7 grande, Q pequeña 
lp 
3! máx 


FIGURA 14.39 


Do ES Problema 105 


(a) Demostrar que la potencia instantánea cedida por la fuerza im- 
pulsora es P = Fv = —AwF, cos wtf sen(wt — 6). 

(b) Utilizar la identidad trigonométrica sen (9, — 6,) = sen 0, cos 0), — 
cos 8, sen 6, para demostrar que esta última expresión puede es- 
cribirse P = AwF, sen Ó cos* wé sen — AwF, COS Ó COS cf sen wt. 

(c) Demostrar que el valor medio del segundo término del resul- 
tado del apartado (b) calculado en uno o más periodos es cero y 
que, por lo tanto, P, = 3AwF, sen ó. 

(d) A partir de la ecuación 14.54 para tg ó, construir un triángulo 
rectángulo en el que el cateto opuesto al ángulo Ó sea bw y el ad- 
yacente sea mio; — q), y utilizar este triángulo para demostrar 
que 

ba _ bus 


VinPlal — + bar En 


(e) Utilizar este resultado de (4) para eliminar wA, de forma que la 
potencia media cedida pueda escribirse 


- bu? El | 


senó = 


1 1 
P.|=="semg=-= 
nai 2 b % 


nl; — e P + bw? - 

16 *“*+* MÚLTIPLES PASOS En este problema debe de utilizarse 

el resultado del problema 105 para deducir la ecuación 14.51, que re- 

laciona la anchura de la curva de resonancia con el valor de O 

cuando la resonancia es aguda. En la resonancia, el denominador de 

la fracción entre corchetes de la ecuación del problema 105€ es b*f 

y P,, tiene un valor máximo. En el caso de una resonancia aguda, la 

variación de «w del numerador puede despreciarse. Entonces, la po- 

tencia cedida será la mitad de su valor máximo en los valores de w 

para los cuales el denominador sea 2b*f. 

(a) Demostrar entonces que «w satisface mw — mw + 0) = Buf. 

(b) Utilizando la aproximación “+ (1, = 20, demostrar que 
0 — 0 = +b/2m. 

(c) Expresar b en función de Q. 

(4) Combinar los resultados de (b) y (c) para demostrar que existen 
dos valores de w para los que la potencia cedida es la mitad de 
la correspondiente a la resonancia y que vienen dados por 

de Edo 


Me y AA 


20 20 
Por consiguiente, w, — w, = Aw = ,/0, que es equivalente a la 
ecuación 14.51. 


107 **+*e HOJA DE CÁLCULO El potencial de Morse, que frecuente- 
mente se usa para representar las fuerzas interatómicas, puede escribirse 
de la forma Liír) = D(1 — e Pra donde r es la distancia entre los dos 
núcleos atómicos. (2) Usando una hoja de cálculo o una calculadora grá- 
fica, representar gráficamente el potencial de Morse usando D = 5 eV, 
B = 0,2 nm”? y r, = 0,75 nm. (b) Determinar a partir del potencial de 
Morse la separación de equilibrio y la constante k para pequeños despla- 
zamientos del equilibrio. (c) Determinar una fórmula para la frecuencia 
de oscilación de una molécula diatómica homonuclear (es decir, con los 
dos átomos iguales) si cada átomo tiene una masa m1. 











NVlovimiento ondulatorio 





15.1 Movimiento ondulatorio simple 
15.2 Ondas periódicas 

15.3 Ondas en tres dimensiones 

15.4 Ondas y barreras 

15.5 Efecto Doppler 





n el capítulo 14, vimos el movimiento oscilatorio y objetos que se mueven pe- 
riódicamente. En este capítulo, nos ocuparemos de la física de las ondas. Las 
ondas viajan a través de diferentes medios, tales como el agua, el aire y la tie- 
rra, y viajan a través del espacio donde no hay ningún medio sobre el que via- 
jar. Basta pensar en las ondas oceánicas, la música, los terremotos y la luz solar. 
Las ondas transportan energía y momento, pero no transportan materia. 

El estudio del movimiento ondulatorio ha dado lugar a muchos y fascinantes 
inventos. Los radares de la policía y los dispositivos que abren las puertas de los 
garages utilizan ondas electromagnéticas, pero con fines muy distintos; mientras 
unas se utilizan para determinar las velocidad de los conductores, las otras abren 
puertas a varios metros de distancia. Los equipamientos sonográficos que utilizan 
ondas ultrasónicas permiten obtener imágenes del feto en el útero de la madre. En- 
tender cómo actúan las ondas cuando se encuentran con obstáculos ayuda a los ar- 
quitectos a diseñar los espacios con la mejor acústica para los conciertos. 


En este capítulo, seguimos analizando el movimiento oscilatorio estudiando 
las ondas periódicas, en especial las ondas armónicas. También estudiare- 
mos cómo se mueven las ondas en tres dimensiones y exploraremos qué 
sucede cuando las ondas encuentran obstáculos. Finalmente, analizaremos 
el efecto Doppler y discutiremos su relevancia en el mundo que nos rodea. 
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LA GRÚA DE UN BUQUE LA ADMINISTRACIÓN 
NACIONAL AMERICANA DE LA ATMÓSFERA Y 
Océanos (NOAA) UTILIZA UNA BOYA DART 
PARA EL ESTUDIO DE LOS TSUNAMIS EN EL 
Océamo Pacifico NORTE, EN DICIEMBRE DE 
2004, EL TSUNAMI PRODUCIDO POR EL TERREMOTO 
QUE TUVO LUGAR EN EL OCÉANO ÍNDICO (TAMBIÉN 
CONOCIDO COMO EL TERREMOTO SUMATRA- 
ANDAMAN) CAUSÓ CIENTOS DE MILES DE 
MUERTOS. LOS DISPOSITIVOS DE DETECCIÓN DE 
TSUNAMIS COMO EL DART (DEEP-OCEAN 
ASSESSMENT AND REPORTING OF TsSUNAMIS) 
PUEDEN PREVENIR ESTE TIPO DE CATÁSTROFES 
MEDIANTE LA PREDICCIÓN DEL TIEMPO QUE 
TARDARÁN LAS OLAS GIGANTES EN LLEGAR A 
TIERRA (Gentileza de NOAA and the 
Harbor Branch Oceanographic Institution.) 





¿Por qué las ondas de un tsunami 


viajan más rápido que las ondas 
superficiales oceánicas? 
(Véase el ejemplo 15.2.) 
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EAN movimienTO ONDULATORIO SIMPLE 
ONDASTRANSVERSALES Y LONGITUDINALES 


Las ondas mecánicas se originan mediante una perturbación de un medio. Cuando se 
pulsa una cuerda tensa, la perturbación provocada se propaga a lo largo de ella en 
forma de un pulso ondulatorio. En este caso, la perturbación consiste en la variación 
de la forma de la cuerda a partir de su estado de equilibrio. Su propagación surge de 
la interacción de cada segmento de cuerda con los segmentos adyacentes. Los seg- 
mentos de la cuerda (el medio) se mueven en dirección perpendicular a la cuerda y, 
por lo tanto, perpendiculares a la dirección del movimiento del pulso. Una onda como 
esta en la que la perturbación es perpendicular a la dirección de propagación se de- 
nomina onda transversal (figura 15.1). Una onda en la que la perturbación es paralela 
a la dirección de propagación se denomina onda longitudinal (figura 15.2). Las ondas 
sonoras son ejemplos de ondas longitudinales. Las moléculas de un gas, líquido o só- 
lido a través del cual viaja el sonido, oscilan según la línea de propagación (movién- 
dose adelante y atrás), comprimiendo y enrareciendo alternativamente el medio. 


2) PINAN) 


10) 
AS AA 


(a) 





FIGURA 15.1 (2) Pulso de una onda transversal 

en un muelle. La perturbación es perpendicular a la y 

dirección del movimiento de la onda. (b) Tres dibujos 

sucesivos de una onda transversal que viaja hacia la 

derecha sobre un muelle. Un elemento de la cuerda 

(punto negro) se mueve hacia arriba y abajo conforme 

las crestas y las depresiones viajan hacia la derecha. (b) 
(Richard Menga/Fundamental Photographs.) 


PULSOS DE ONDA 


En la figura 15.34 se muestra un pulso en una cuerda en el instante t = 0. La forma 
de la cuerda en este instante puede representarse por una función y = f(x). Un 
cierto tiempo después (figura 15.3b), el pulso se ha desplazado por la cuerda, de 
modo que en un nuevo sistema de coordenadas con origen O” que se mueve con la 
velocidad del pulso, éste es estacionario. La cuerda se describe en este nuevo sis- 
tema por f(x") en todo instante. Las coordenadas de los dos sistemas de referencia 
están relacionadas por 


y, por lo tanto, flx') = flx — vt). Así pues, el desplazamiento de la cuerda en el sis- 
tema original O puede escribirse 


y = fíix-— vt) onda moviéndose en el sentido positivo dex 15.1 


Esta misma línea de razonamiento aplicada al caso de un pulso que se mueve hacia 
la izquierda conduce a 


y = fíx + vt) onda moviéndose en el sentido negativo dex 15.2 








FIGURA 15.2 Pulso de una onda 
longitudinal en un muelle. La perturbación 
se desplaza en la dirección de movimiento 
de la onda. (Richard Menga/Fundamental 
Photographs.) 






fs U 
y =fíx) 








FIGURA 15.3 
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En estas dos expresiones, v es el módulo de la velocidad de propagación de la 
onda. (Como v es el módulo de la velocidad, y no el vector velocidad, se trata de 
una cantidad positiva.) La función y = f(x — vt) se denomina función de onda. En 
el caso de ondas en una cuerda, la función de onda representa el desplazamiento 
transversal de la cuerda. Para las ondas sonoras en el aire, la función de onda 
puede ser el desplazamiento longitudinal de las moléculas gaseosas o la presión 
del aire. Estas funciones de onda son soluciones de una ecuación diferencial lla- 
mada ecuación de onda, que puede deducirse de las leyes de Newton. 


VELOCIDAD DE LAS ONDAS 


Una propiedad general de las ondas es que su velocidad depende de las propie- 
dades del medio siendo independiente del movimiento de la fuente de las ondas. 
Por ejemplo, la velocidad del sonido de la bocina de un coche depende sólo de las 
propiedades del aire y no del movimiento del coche. 

En el caso de los pulsos de onda en una cuerda, es fácil demostrar que cuanto 
mayor es la tensión, más rápidamente se propagan las ondas. Además, las ondas 
se propagan más rápidamente en una cuerda ligera que en una cuerda pesada bajo 
la misma tensión. Veremos posteriormente que si F, (usamos F,. para designar la 
tensión porque reservamos T para el periodo) es la tensión y u la densidad de masa 
lineal (masa por unidad de longitud), la velocidad de la onda es 


E 


T 


O 15.3 
pl 


VELOCIDAD DE LAS ONDAS EN UNA CUERDA 


Ejemplo 15,1 El gusano que corre para salvar la vida o 





e o | en _——_ E A AAA AS 
Un gusano está a 2,5 cm del extremo de 2,5 cm 


la cuerda de un tendedero cuando la " 

chica que está tendiendo su traje de baño Ed ss 
en el otro extremo de la cuerda lo ve. La 
chica da un golpe a la cuerda de modo 
que por ésta se propaga un pulso de 3 cm 
de altura que se dirige hacia el animal. Si 
el gusano se mueve a 2,54 cm/s, ¿llegará 
al extremo de la cuerda antes que le al- 
cance el movimiento generado por la 
chica? La cuerda tiene 25 m de longitud y 
una masa de 1 kg y se mantiene tensa 
gracias a un peso de 10 kg que cuelga de 
ella, tal como se muestra en la figura 15.4, 
La chica está tendiendo su traje de baño 
a una distancia de 5 m del extremo de la 
cuerda opuesto a la posición del gusano. —_————— 

FIGURA 15.4 






PLANTEAMIENTO Hay que saber a qué velocidad se mueve la onda. Para ello usamos la fór- 
mula v = V F,/ pu. Sea mm, = 1,0 kg la masa de la cuerda y m1 = 10 kg la masa del objeto que cuelga. 


SOLUCIÓN 


E 
1. La velocidad está relacionada con la tensión F., y la densidad de masa p=,.= 
lineal 1: pe 
m 
2, Calcular la densidad de masa lineal y la tensión a partir de la a = e y Ex = m3 
información recibida: 
| Ea mgL (10 kg)(9,81 m/s)(Q5 m) 
3. Aplicar estos valores a la expresión de v para calcular la E dl | as 
velocidad: q 1, 1,0 kg 
= 49,5 m/s 
4. A partir de la velocidad determinar el tiempo que tarda en recorrer Áf= E 0,40 s 


los 20 m que le separan del otro extremo de la cuerda: Do 49,5 m/s 
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: - Ay 25cm. lin 
5. Determinar el tiempo que invierte el gusano en moverse los 2,5 cm que le A AA 


separan del extremo de la cuerda y, por lo tanto, de la salvación: d lin/s 2,54 cm 
Como Af' > Af, el gusano no se escapa del pulso. 








= 0,98 s 







COMPROBACIÓN El pulso viaja a 49 m/s y el gusano a 0,025 m/s, es decir, el pulso va casi 
2000 veces más rápido que el gusano. 





El pulso del ejemplo 15.1 se mueve 
hacia la izquierda a 49 m/s; sin 
PROBLEMA PRÁCTICO 15.1 Demostrar que las unidades de VF,/p son m/s cuando F,  £Mbargo, las partículas que forman la 


se expresa en newtons y y en kg/m. cuerda no lo hacen, sino que se 
mueven arriba y abajo conforme el 


pulso pasa a través de ellas. 











Fiemplo TV La velocidad de las ondas de gravedad 
superficiales 


Las ondas de la superficie de los océanos son posibles gracias a la gravedad y se denominan 
ondas de gravedad. Las ondas de gravedad se denominan superficiales si la profundidad del 
agua es menor que la mitad de su longitud de onda. La velocidad de las ondas de gravedad 
superficiales depende de la profundidad de forma que v = Veoh, donde h es la profundidad. 
Una onda de gravedad, en un océano de 5 km de profundidad, tiene una longitud de onda 
de 100 km. (a) ¿Cuál es la velocidad de la onda? (b) ¿Se trata de una onda superficial? 


PLANTEAMIENTO Utilizamos v = Vgh para calcular la velocidad. Comprobar si la pro- 
fundidad es menor que la mitad de su longitud de onda. 


SOLUCIÓN 
(a) Utilizando v = V gh, calculamos la velocidad de v = Veh = Y (9,81 m/s*)1(5000 m) = | 221 m/s = 797 km/h 
la onda: - 





A A 
100km 20 
a profundidad es igual a la longitud de onda dividida por 20, por lo que la onda es 





(b) La onda es superficial si la profundidad es 
menor que la mitad de su longitud de onda: 


A e 





COMPROBACIÓN Se sabe que los tsunamis viajan a velocidades de unos 800 km/h en el 
océano abierto, por lo que el resultado es lógico. 


OBSERVACIÓN Supóngase que un tsunami es causado por un terremoto que levanta una 
placa del fondo del océano de unos 50 km de ancho a un metro de altura. Ese tsunami ten- 
dría una longitud de onda de unos 100 km y la amplitud de la onda sería de un metro, apro- 
ximadamente, en océano abierto. Las ondas oceánicas típicas tienen longitudes de onda de 
100 m o menos, que son muy inferiores a las profundidades de océanos abiertos, Esas ondas 
son, por tanto, ondas de gravedad profundas y viajan a velocidades mucho menores de lo 
que lo hacen las ondas superficiales. En las aguas superficiales, como sucede con el agua 
cerca de la orilla, hay que tener en cuenta muchos otros factores que afectan al cálculo de la 
velocidad de las ondas. 


En el caso de las ondas sonoras en un fluido como el aire o el agua, la velocidad 


v viene expresada por 
=> e 15,4 
p 


donde p es la densidad del medio (en equilibrio) y B el módulo de compresibili- 
dad* (ecuación 13.6). Comparando las ecuaciones 15.3 y 15.4, puede verse que, en 
general, la velocidad de las ondas depende de una propiedad elástica del medio (la 
tensión en el caso de las ondas de las cuerdas y el módulo de compresibilidad de 
las ondas sonoras) y de una propiedad inercial del mismo (la densidad de masa li- 
neal o la densidad de masa volúmica). 





* El módulo de compresibilidad es el cociente negativo entre el cambio en la presión y el cambio en el volumen (capítulo 13). 
AP 
AV¡V 
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Para las ondas sonoras en un gas, tal como el aire, el módulo de compresibili- 
dad* es proporcional a la presión, la cual a su vez es proporcional a la densidad p 
y a la temperatura absoluta T del gas. La relación B/p es, por lo tanto, indepen- 
diente de la densidad y simplemente proporcional a la temperatura absoluta T. En 
el capítulo 17, demostraremos que, en este caso, la ecuación 15.4 es equivalente a 


ykT 
ms er 153 


VELOCIDAD DEL SONIDO EN UN GAS 


En esta ecuación, T es la temperatura absoluta medida en kelvins (K) que está re- 
lacionada con la temperatura Celsius, f.. por 


T = ¿+ 273,15 15.6 


La constante adimensional y depende del tipo de gas. Para moléculas diatómicas 
como el O, y N,, y tiene el valor 7/5, y como el O, y N, constituyen el 98% de la 
atmósfera, éste es el valor que corresponde también al aire. (Para moléculas mo- 
noatómicas como el He, y posee el valor 5/3.) La constante R es la constante uni- 
versal de los gases, 

R = 8,3145 J/(mol - K) 157 


y M la masa molar del gas (es decir, la masa de 1 mol del gas), que para el aire es 


M = 29,0 x 107? kg/mol 





EUA Velocidad del sonido en el aire Inténtelo usted mismo 


Las carreras de atletismo de la primavera en un colegio del noreste americano empiezan a prin- 
cipios de abril, cuando la temperatura del aire es de unos 13 “C. A finales de temporada, el aire 
es mucho más cálido y su temperatura es de unos 33 "C. Calcular la velocidad del sonido en el 
aire producido por el pistoletazo de salida a (a) 13 *C y (b) 33 "C, Los corredores saldrán de sus 
puestos en cuanto vean salir el humo de la pistola en vez de esperar a oir el sonido del disparo. 


PLANTEAMIENTO Las velocidades para las diferentes temperaturas se pueden obtener a 
partir de la ecuación 15.5 utilizando y = 7/5 y M = 29,0 x 107 kg/mol. 





SOLUCIÓN 
Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 
Pasos Respuestas 
) | ] pyRT, P 

(a) 1. Escribir la ecuación 15.5 (v = WyRT/M). Introducir los valores dados en la ecuación p,= . 339 m/s 

y despejar la velocidad. (Asegurarse de que la temperatura se convierte a kelvins.) 

v pT 

(b) 1. Utilizar el hecho de que v es proporcional a VT (ecuación 15.5) para relacionar = = E 

las velocidades a 33 *C y 13*C, a ca 


2. Calcular va 33C. 0, = | 351 m/s | 


COMPROBACIÓN El resultado del apartado (b) es mayor que el del apartado (1). Esto es 
debido a que la velocidad del sonido aumenta con la temperatura. 


OBSERVACIÓN En este ejemplo vemos que la velocidad del sonido en el aire es aproxima- 
damente 343 m/s a 20 "C (esta temperatura se conoce como temperatura ambiente). 


PROBLEMA PRÁCTICO 15.2 Para el helio, M = 4 X 103 kg/mol y y = 1,67. ¿Cuál es la 
velocidad de las ondas sonoras en helio a 20 *C? 





+ 


El módulo de compresibilidad isotermo, que describe cambios en el volumen que ocurren a temperatura constante, 
difiere del módulo de compresibilidad adiabático, que describe variaciones del volumen que se dan cuando no se pro- 
duce transferencia de calor. En las ondas sonoras a las frecuencias audibles, los cambios de la presión se producen tan 
rápidamente que no hay tiempo para que se den flujos de calor y, por ello, estas ondas se describen mediante el mó- 
dulo de compresibilidad adiabático. 


+ 


Los valores de y para los gases monoatómicos y diatómicos se establecen en la sección 9 del capítulo 18. 
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Deducción de v para ondas en una cuerda La ecuación 15.3 


(v= VE,/u) se puede obtener aplicando el teorema del impulso- 

momento al movimiento de una cuerda. Supongamos que la 

mano sostiene por un extremo una cuerda larga que tiene una ten- 

sión F.,, mientras que el otro extremo de la cuerda está unido a una 

pared. La cuerda, que parte del reposo, se puede considerar uni- 

forme, siendo u la densidad por unidad de longitud. De repente, 

se empieza a mover la mano con una velocidad u constante hacia FIGURA 15.5 El punto en el que la cuerda pasa de la 

arriba. Tras un corto periodo de tiempo, la cuerda se encuentra Posición inclinada a la horizontal se mueve hacia la derecha 

cómo se muestra en la fi gura 15,5, con el punto del segmento fs con velocidad D, pabtomme el extremo de la cuerda se mueve a 
E a : velocidad ascendente y constante 1. 

clinado que está más a la derecha moviéndose hacia la derecha a ; 

la velocidad de la onda v y el segmento inclinado ascendiendo a velocidad u. Apli- 

cando el teorema del impulso-momento (F $ Ap) a la cuerda, se obtiene 


E At = mu —0 15.8 





donde F, es la componente vertical hacia arriba de la fuerza que ejerce la mano 
sobre la cuerda, m es la masa del segmento inclinado y Af es el tiempo durante el 
cual la mano mueve la cuerda. Como los dos triángulos de la figura son semejantes, 


E, u At Up 
E E o iS 
FE. vAt 1 y? 


T 


Sustituyendo F, en la ecuación 15.8, da 
E Af = (uv At)u 


donde uv At se ha reemplazado por m. Despejando v, se llega a 


E 


o N pa 


que es la expresión para la velocidad de la onda dada en la ecuación 15.3. 

En el siguiente apartado, mostraremos que este resultado es válido no sólo para 
pulsos con la forma del de la figura 15.5 sino que también lo es para pulsos con una 
gran variedad de formas. 


* LA ECUACIÓN DE ONDA 


Podemos aplicar las leyes de Newton a un segmento de cuerda 
para deducir una ecuación diferencial llamada ecuación de onda, 
que relaciona las derivadas espaciales de la función y(x, £) con sus 
derivadas temporales. La figura 15.6 muestra un segmento de una 
cuerda. Consideraremos sólo ángulos pequeños 60, y 0,. En este 
caso, la longitud del segmento es, aproximadamente, Ax y su masa 








FIGURA 15.6 Segmento de una cuerda tensa utilizado para 


m = uy Áx, donde u es la masa de la cuerda por unidad de longi- ja deducción de la ecuación de onda. La fuerza vertical neta sobre 
tud. Primero, demostraremos que, para desplazamientos vertica- el segmento es F,, sen 6, — F.., sen 0, siendo F, la tensión en la 
les pequeños, la fuerza resultante horizontal sobre un segmento es cuerda. Se obtiene la ecuación de onda aplicando la segunda ley 
cero y que la tensión es uniforme y constante. Es decir, de Newton al segmento. 


23E.=.F5:c080;— E 0080, = O 


donde 6, y 6, son los ángulos indicados y F, es la tensión en la cuerda. Como se su- 
pone que los ángulos son pequeños, podemos considerar que cos 6 vale 1. Por lo 
tanto, la fuerza neta horizontal que actúa sobre el segmento de cuerda puede ex- 
presarse en la forma 

dE, Loy Ey E 
Con lo cual, 


Ergo Er 


E. =E, 


El segmento de cuerda se mueve verticalmente y la fuerza neta en esta dirección es 


2F, = F, send, — E, Send, 
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Se supone que los ángulos son pequeños; por lo tanto, se puede sustituir sen O por 
tg 0 para cada uno de ellos. En estas condiciones, la fuerza vertical neta sobre el 
segmento de cuerda se escribe como 


2F, = F,(sen0, — sen0,) = F.(tg0, — tg0,) 


La tangente del ángulo formado por la cuerda con la horizontal es la pendiente de 
la curva formada por la cuerda. La pendiente S es la primera derivada de y(x, £) 
respecto a x para t constante. Una derivada de una función de dos variables res- 
pecto a una de ellas, manteniendo constante la otra, se conoce como derivada par- 
cial. La derivada parcial de y respecto a x se escribe dy/0x. Así, tenemos 


Por lo tanto, 
F, = ENS, = $) = EAS 


donde 5, y S, son las pendientes de ambos extremos del segmento de cuerda y AS 
la variación de la pendiente. Haciendo que esta fuerza neta sea igual a la masa Ax 
multiplicada por la aceleración 0*%y / dt”, se tiene 


dy AS _ dy 
E, 15: = HÁX—= O Er 54d 15.9 
Ñ TS Tar “or 
En el límite Ax —= 0, tenemos 
AS_ 08 _ 30 oy 
lim — = ER E 
ar>0Ax  óx  óxox ox? 
Así pues, la ecuación 15.9 se reduce a 
y yu dy 
e 15,104 
a Er gp 


La ecuación 15.104 es la ecuación de onda para una cuerda tensa. 
Ahora demostraremos que la ecuación de onda es satisfecha por cualquier fun- 
ción de x — vt. Hagamos a = x — vt, y consideremos cualquier función de onda 
y = ylx — vt) = y(a) 


La derivada de y respecto a e la denominaremos y”. Entonces, por la regla de deri- 
vación en cadena, tenemos 


Y ¿dYód: da Y áÚMos da 
a Y A 
ox du óx  “ Óx i dt de dt ot 
Dado que 
da Ox —vt) da Ox — vt) 
Ox dx of Of 
se obtiene 
Yo, dy | 
— = F T— = —m1 
OX J y ot y 


Tomando segundas derivadas, tenemos 





oy e dy dy ¿A ay da al 
A A A pe" 
mm * * e a “de dE , 
Así pues, 
dy 1 oy 


a 15.10b 


ECUACIÓN DE ONDA 
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El mismo resultado se obtiene para cualquier función de x + vt. Comparando las 
ecuaciones 15.104 y 15.10b, vemos que la velocidad de propagación de la onda es 
y = VE po, que es la ecuación 15.3. 








| Ejemplo LU Función de onda armónica 


En el apartado siguiente, veremos que las ondas armónicas se definen mediante la función de 
ondas y(x, t) = A sení(kx — vt), donde v = w/k. Demostrar, resolviendo las segundas deriva- 
das, que la función de onda satisface la ecuación 15.10b, 


PLANTEAMIENTO Se puede probar esto resolviendo las derivadas parciales correspon- 
dientes y sustituyendo en la ecuación 15.10b. 











SOLUCIÓN | 
( A : oy ó lkx — qt) 
1. Calcular la primera y segunda derivada de y — = —ÍA seníkx — wt)] = A cosíkx — wt)——— = kA cosíkx — wt) 
respecto a x: dx  0xX Ox 
y A q : Olkx — ot 
- E = EA = ZA cosíkx — wt) = —kA seníkx — ab 
ax* dx dx Ox ox 
= A seníkx — wt) 
1 ! Mkx — et 
2. De igual modo, las dos derivadas parciales e = ELA seníkx — wt)] = A cosíkx — ¿ye = —wÁ cosíkx — «wf) 
respecto al tiempo, £, son: dE se 
Py Oy(kx — wt) 
== wÁ seníkx — wat) ————— = —aÉA seníkx — wt) 
ar ot 
1 | 
3. Sustituyendo estos resultados en la ecuación 15.9b, — —¡“A seníkx — wt) = ¿LSRÉN seníkx — t)) 
se obtiene: e da 
o bien Aseníkx — wt) = , A seníkx — wt) 
v 


4. Sustituyendo k utilizando k = w/v, se obtiene: 





COMPROBACIÓN Cualquier función de la forma y(x — vt) satisface la ecuación de onda 
15.10b, Puesto que v = w/k, la función y(x, t) = A seníkx — wt) es de la forma y(x — vt). Para 
ver que esta función tiene la forma apropiada, basta con sustituir kv por w 


y = Aseníkx — wt) = A seníkx — kut) = A sení(k[x — vt]) 


que es de la forma y(x — vt). 


PROBLEMA PRÁCTICO 15.3 Demostrar que cualquier función y(kx + wt) satisface la ecua- 
_ ción 15.10b, puesto que v = w/k. 


Deducción de v para ondas sonoras La velocidad del sonido viene dada por 
la ecuación 15.4, v = WBfp, donde B es el módulo de compresibilidad y p es la 
densidad del medio. Esta ecuación puede obtenerse aplicando nuevamente el teo- 
rema del impulso-momento al movimiento de aire en un gran cilindro (figura 15.7) 
con un pistón en un extremo y con el otro extremo abierto a la atmósfera. De re- 
pente, se mueve el pistón hacia la derecha a velocidad constante u. Tras un breve 
periodo de tiempo At, el pistón se habrá desplazado una distancia u Af y todo el 
aire encerrado en el cilindro imaginario de longitud vAf desde la posición inicial se 
moverá con velocidad u hacia la derecha. Aplicando el teorema del impulso-mo- 
mento (F__ Af = Ap) al aire dentro del cilindro, se obtiene 


FAft= mu -—0 1514 


donde mm es la masa del aire que se mueve con velocidad u y F es la fuerza neta que 
actúa sobre el aire del interior del cilindro. El aire estaba inicialmente en reposo. La 
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fuerza neta F está relacionada con el aumento de presión del aire 
que se mueve cerca del pistón mediante la relación 


F=AAP 
donde A es el área de la sección transversal del cilindro. 
El módulo de compresibilidad del aire es 
AP AV 
=E_>— = 


B= - —— luego AP = 


| =AUAt _ _u 
AV/V y 


pe ) 
V Av At D 
donde AuAf es el volumen barrido por el pistón y AvAt es el vo- 
lumen inicial de aire que se mueve ahora con velocidad u. Susti- 
tuyendo el valor de F de la ecuación 15.11, da 





AAPAt = mu O ABS At = (pAvAt)u FIGURA 15.7 El aire que está cerca del pistón se mueve hacia 
S la derecha con velocidad constante u que es la misma con la que se 
donde pAvAt ha sido reemplazado por 1. Despejando v, se llega a mueve el pistón. El extremo derecho de este pulso de presión se 
desplaza hacia la derecha a velocidad v. La presión en el pulso es 
SS NE mayor en un AP que la presión fuera del cilindro. 
p 


que es justamente la ecuación 15.4. 
Utilizando las leyes de Newton puede deducirse también una ecuación de onda 
para las ondas sonoras. En una dimensión, esta ecuación es 
ds 10 
de uE 
donde s es el desplazamiento del medio en la dirección x y v, es la velocidad del 
sonido en ese medio. 


152 NS 





Si el extremo de una cuerda tensa se mueve de forma periódica hacia arriba y hacia 
abajo, se genera una onda periódica. Si una onda periódica se mueve a lo largo de 
una cuerda tensa o en cualquier otro medio, cada punto del medio oscila con el 
mismo periodo. 


ONDAS ARMÓNICAS 


Las ondas armónicas constituyen la clase más básica de las ondas periódicas. Todas 
las ondas, tanto si son periódicas como si no lo son, pueden describirse como la 
suma de ondas armónicas. Por lo tanto, el conocimiento del movimiento de las 
ondas armónicas es fundamental para poder generalizar y obtener la descripción de 
cualquier clase de movimiento ondulatorio. Si una onda armónica se mueve por un 
medio, cada punto del medio oscila siguiendo un movimiento armónico simple. 

Si un extremo de una cuerda se sujeta a un diapasón que está vibrando con mo- 
vimiento armónico simple, se produce un tren de ondas sinusoidales que se pro- 
paga a lo largo de la cuerda. Este tren de ondas es una onda armónica. La forma de 
la cuerda es la de una función sinusoidal, como muestra la figura 15.8. La distan- 
cia mínima recorrida en el espacio hasta que la función de onda se repite (la dis- 
tancia entre crestas, por ejemplo) se llama longitud de onda A. 

Cuando la onda se propaga por la cuerda, cada punto de la cuerda se mueve 
hacia arriba y hacia abajo (perpendicularmente a la dirección de propagación) ex- 
perimentando un movimiento armónico simple cuya frecuencia f es la del diapa- 
són. Durante un periodo T, la onda se mueve una distancia de una longitud de 
onda, de modo que la velocidad viene dada por 


A 
=== 15, 
Ú 7 fA 15,12 


donde hemos utilizado la relación T = 1/f 





FIGURA 15.8 Onda armónica en un 


cierto instante de tiempo. 4 es la amplitud y A 
es la longitud de onda. En el caso de ondas en 
una cuerda, se puede obtener esta figura 
tomando una fotografía de alta velocidad de 
la misma. 





504 CAPÍTULO 158 Movimiento ondulatorio 


Como esta relación surge de las definiciones de longitud de onda y frecuencia, es 
válida para todas las ondas armónicas. 
La función sinusoidal que describe los desplazamientos en la figura 15.8 es 


y(x) = Asen( 27 + 5) 


donde A es la amplitud, A la longitud de onda y 6 una constante de fase que de- 
pende de la elección del origen x = 0. Esta ecuación se expresa de forma más sen- 
cilla como 


y(x) = A seníkx + 8) 15.13 
donde k, el número de onda, viene dado por 


0 


A 


k 15.14 


Obsérvese que las dimensiones de k son m”?. (Como el ángulo debe expresarse en 
radianes, a veces se escriben las unidades de k en la forma rad fm.) Cuando se trata 
con una única onda armónica se suele elegir el origen de modo que 6 = 0. 

Para describir una onda que se mueve en el sentido creciente de x con velocidad 
v, sustituyamos x en la ecuación 15.13 por x — vt (como hicimos con los “pulsos de 
onda” de la sección 15.1). Eligiendo 6 igual a cero, se obtiene 


y(x,t) = A senk(x — vt) = Á sen(kx — kot) 


y(x,t) = A seníkx — wt) 15:15 
FUNCIÓN DE ONDA ARMÓNICA 


donde 
w <= kv 15.16 


es la frecuencia angular y el argumento de la función seno, (kx — wt), se deno- 
mina fase. La frecuencia angular está relacionada con la frecuencia f y el periodo 
T mediante 


2 
w=2rf = eS 15.17 


Sustituyendo w = 27f en la ecuación 15.16 y utilizando k = 27 FA, se obtiene 


| 27 
27f = kv = q? 


ov= fA, que es la ecuación 15.12. 
Si una onda armónica que se mueve por una cuerda está descrita por ylx, t) = 
A seníkx — wtf), en un punto fijo x la velocidad viene dada por 


21 j 
D,= _ = ¿A seníkx — wt)] = —wA cosíkx — et) 15.18 


VELOCIDAD TRANSVERSAL 


La aceleración en este punto viene dada por dy /0r. 
p Y 





Ondas periódicas 


Fiemplo 15.5 


La función de onda de una onda armónica que se mueve en una cuerda es y(x,1) = (0,03 m) 
Xx sen [(2,2 m *)x - (3,5 st]. (a) ¿En qué sentido se propaga esta onda y cuál es su veloci- 
dad? (b) Determinar la longitud de onda, la frecuencia y el periodo de esta onda. (c) ¿Cuál es 
el desplazamiento máximo de cualquier segmento de la cuerda? (d) ¿Cuál es la velocidad 
máxima de cualquier segmento de la cuerda? 





Una onda armónica en una cuerda 


PLANTEAMIENTO (4) Para determinar el sentido de la onda, expresar y(x, t) como una 
función de (x — vt) o como una función (x + vt) y utilizar las ecuaciones 15.1 y 15.2. Para de- 
terminar la velocidad, utilizar w = kv (ecuación 15.16). (b) La longitud de onda, frecuencia y 
periodo pueden determinarse a partir del número de onda k y de la frecuencia angular «. 
(c) El desplazamiento máximo de un segmento de cuerda es la amplitud A. (4) La velocidad 
de cualquier segmento corto de cuerda es dy! OL. 


SOLUCIÓN 


(a) 1. La función de onda es de la forma y(x, t) = A seníkx — ct). 
Teniendo en cuenta que «w = kv (ecuación 15.16), escribir la 
función de onda en función de x — uf. Usar las ecuaciones 15.1 
y 15.2 para determinar el sentido del movimiento: 


es decir, 
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y(x,t) =AÁ seníix = kot) = A sen[k(x E vt)] 


La onda viaja en el | sentido +x. 

















A A 2 HE 
2. Como la forma de la función de onda es y(x, t) = A sen(kx — p= T =— ar es = A 1,59 m/s 
wt), sabemos cuánto vale A, w y k. Usarlos para calcular la 27 2,2 m 
velocidad: SS 
e ; : y 27 2 | 
(b) La longitud de onda A está relacionada con el número de onda k; A = 7 = 2,86 m =| 29m 
y la frecuencia y el periodo están relacionados con u»: 2,2 m> 
ya, E = 180 =|185 
dd. BES 
1 1 E | 
p= > = 0,557 Hz =| 0,56 Hz 
l  180s 
(c) El desplazamiento máximo del segmento de cuerda es la A =| 0,030 m 
amplitud A: 
| : dv o[sen(2,2 mx -— 3,585 11)) 
(d) 1. Calcular dy f0t para determinar la velocidad de un punto de A (0,030 A AA 
la cuerda: E i 


(0,030 mX(—3,5 s 7?) cos(2,2 mx — 355 pH) 
—(0,105 m/s) cos(2,2 m"!x —- 35511) 


Oumáx — 9r10S m/s =| 0,11 m/s 


2. La velocidad transversal máxima tiene lugar cuando la 
función coseno tiene el valor de + 1: 





COMPROBACIÓN Hemos incluido las unidades para destacar cómo se utilizan. Con fre- 
cuencia se prescinde de ellas para simplificar. 


Transferencia de energía a una cuerda mediante ondas Consideremos una 
cuerda sujeta a un diapasón. Cuando éste vibra, transfiere energía al segmento de 
cuerda unido a él. Por ejemplo, cuando el diapasón se desplaza de su posición de 
equilibrio, estira ligeramente el segmento adyacente aumentando su energía po- 
tencial. Además, el diapasón se mueve más lentamente conforme se mueve hacia 
arriba desde su posición de equilibrio, de forma que esto ralentiza también el mo- 
vimiento del segmento de la cuerda más cercano. Esto hace disminuir la energía 
cinética del segmento. Conforme la onda se mueve a lo largo de la cuerda, la ener- 
gía se transfiere de un segmento al próximo de forma análoga. 

La potencia es la tasa de transferencia de energía. La potencia se calcula determi- 
nando la tasa con que realiza trabajo la fuerza que un segmento de cuerda ejerce 
sobre un segmento vecino. La figura 15.9 muestra una onda armónica moviéndose 
hacia la derecha a través de un segmento de cuerda. Es decir, consideramos una fun- 
ción de onda de la forma 





FIGURA 15.9 Latensión F, tiene un 
componente en la dirección de la velocidad 
transversal 7,,, de forma que en ese instante la 
fuerza está haciendo trabajo positivo sobre un 
extremo de la cuerda. 


y(x,t) = A sen(kx — ot) 15,19 


RA 
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La tensión E que actúa sobre el extremo izquierdo del segmento es tangente a la 
cuerda. Para calcular la potencia transferida por esta fuerza, usamos la fórmula 
P = F,*v, (ecuación 6.16), donde F, es la tensión y v,, la velocidad transversal, es 
la velocidad del extremo del segmento. Para obtener una expresión para la poten- 
cia, primero expresamos los vectores en función de sus componentes, es decir, 
E, = Fy,i + Fry] y 7, = v,j, con lo cual, tomando el producto escalar, tenemos 
que P = Fr v,. A partir de la ecuación 15.18, obtenemos 7, y a partir de la figura 
vemos que F, = —F,senó = —F,tg0, en donde se ha usado la aproximación 
según la cual, para ángulos pequeños sen = tg0. Como tg0 es la pendiente de la 
cuerda, tenemos tgÓ = dy/dx y, por lo tanto, 
dy dy 
P = Eo, = —Fy0,tg0 = ka 15.20 

Aplicando la ecuación 15.20 a una onda armónica (calculando las derivadas de 
15.19), se tiene 


P = —E/[-wA cosíkx — ot)][kA cos(kx — wt)] = F,kA? cos(kx — wt) 


Utilizando v = VEF,/u (ecuación 15.3) y v = w/k (ecuación 15.16), sustituimos F, y 


k, obteniendo 
P = uvo* A? cos (kx — wt) 15.21 


donde v es la velocidad de la onda. La potencia media es 
P_.= 3 uvw? A? 15.22 


ya que el valor medio de cos*(kx — wt), si se calcula el promedio 
sobre un periodo entero del movimiento manteniendo x cons- 
tante, es >. 

La energía recorre la cuerda a la velocidad de la onda v, por lo 
que la energía media (AE), que fluye por un punto P, durante el +A 
tiempo Af (figuras 15.104 y 15.10b) es 


(AE), =P_ At =5puw?A?Af 





Esta energía se distribuye a lo largo de una distancia Ax = vAt, 
de modo que la energía media en Ax es 


(AE), = huw?A? Ax 15.23 





Obsérvese que tanto la palencia media COMmO la energía media FIGURA 15.10 La onda ha alcanzado el punto P en el instante 
transmitidas son proporcionales al cuadrado de la amplitud de t.. Durante el periodo de tiempo At, la onda ha avanzado una 
la onda. distancia v Af tras pasar por P. 


EUA Energía total media de una onda en una cuerda 


Una onda armónica de longitud de onda 25 cm y amplitud 1,2 cm se mueve a lo largo de un 
segmento de 15 m de una cuerda de 60 m de longitud y 320 g de masa que está sometida a 
una tensión de 12 N. (2) Determinar la velocidad y la frecuencia angular de la onda. (b) ¿Cuál 
es la energía total media de la onda? 


PLANTEAMIENTO La velocidad de la onda es v = WE,/p, donde F, es conocida y y =m/L. 
Determinamos w a partir de w = 27f, donde f = v/A. La energía se obtiene de la ecuación 
15.23, (AE),, = ¿404? Ax. 

SOLUCIÓN 


F 
(a) 1. La velocidad está relacionada con la tensión y la v= qe y o 
densidad de masa lineal: A 


[FL [(12NX60m 
2. Calcular la velocidad de la onda: v=,|== y a a a = 47,4 m/s = 
dd (0,32 kg) 
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3. La frecuencia angular se determina a partir de la frecuencia, w=2rf y  v=fA, 
y ésta, a partir de la velocidad y de la longitud de onda: - 47,4 m/s 
1 0 o a 
0,25 m 


=| 1200 rad/s 


(b) La energía total media de las ondas en la cuerda viene dada (AB), = z put A? Ax = 2 ads Ax 
por la ecuación 15.23, (AE)_ = luar ALAx: 2 2 L 


= 1190 rad/s 


1 0,32 kg 
e (1190 s” (0,012 m)(15 m) 
2 60m 





= 8,19] =|8,2] 


COMPROBACIÓN Las unidades de la energía media del apartado (b) vienen dadas en 





ke +57? m* ke -. mi 
e 
Tr 5 





donde hemos utilizado que 1 N = 1 kg + m/s?. Las unidades son las correctas. 


PROBLEMA PRÁCTICO 15.4 Calcular la energía total media transmitida por unidad de 
tiempo a lo largo de la cuerda. 


ONDAS SONORAS ARMÓNICAS 


Las ondas sonoras armónicas pueden generarse mediante un diapasón o un alta- 
voz que vibre con movimiento armónico simple. La fuente vibrante hace que las 
moléculas de aire próximas oscilen con movimiento armónico simple alrededor de 
sus posiciones de equilibrio. Estas moléculas chocan con otras moléculas próximas 
haciéndoles oscilar y, por lo tanto, propagan la onda sonora. La ecuación 15.15 des- 
cribe una onda sonora armónica si la función de onda y(x,t) se reemplaza por s(x,t), 
el desplazamiento de las moléculas respecto a su posición de equilibrio. Entonces, 


s(x,f) = s, sen(kx — ot) 15,24 


Estos desplazamientos se verifican a lo largo de la dirección del movi- 
miento de la onda y dan lugar a variaciones de densidad y presión del 
aire. La figura 15.11 muestra el desplazamiento de las moléculas de 
aire y los cambios de densidad originados por una onda sonora en un 
momento determinado. Como la presión del gas es proporcional a su 
densidad, el cambio de presión es máximo cuando la variación de den- 
sidad es máxima. Los gráficos de la figura nos muestran que la onda 





FIGURA 15.11 (2) Desplazamiento respecto al equilibrio de las moléculas de 
aire en una onda sonora armónica en función de la posición en un cierto instante. 
Los puntos x, y x, son puntos de desplazamiento nulo. (b) Algunas moléculas 
representativas igualmente espaciadas en sus posiciones de equilibrio 1/4 de ciclo 
antes. Las flechas indican el sentido de sus velocidades en ese momento. 

(c) Moléculas próximas a los puntos x,, X, y Xa después de la llegada de la onda. 
Justo a la izquierda de x,, el desplazamiento es negativo, indicando que las 
moléculas del gas se desplazan hacia la izquierda, alejándose del punto x, en este 
momento. Justo a la derecha de x,, el desplazamiento es positivo, indicando que las 
moléculas se desplazan hacia la derecha, o sea, de nuevo alejándose del punto x,. 
Así, en el punto x, la densidad es un mínimo, ya que las moléculas de gas en ambos 
lados se desplazan alejándose de dicho punto. En el punto x,, la densidad es un 
máximo porque las moléculas a ambos lados de este punto se desplazan hacia x,. 
En el punto x,, la densidad no se modifica, pues las moléculas a ambos lados de 
este punto tienen desplazamientos iguales en la misma dirección. (4) Densidad del 
aire en ese momento. La densidad es máxima en x, y mínima en x,, puntos ambos 
en los que el desplazamiento es nulo. La densidad es igual al valor en equilibrio en 
el punto x,, que es un máximo en el desplazamiento. (e) Cambio de presión, que es 
proporcional al cambio de densidad, en función de la posición. Los cambios de 
presión y desplazamiento (cambios de posición) están desfasados en 90”. 
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de presión (o de densidad) está desfasada 90” respecto al desplazamiento de la 
onda. (En los argumentos de las funciones seno o coseno siempre expresamos los 
ángulos de fase en radianes. Sin embargo, cuando se describe el fenómeno, deci- 
mos normalmente que “dos ondas están desfasadas 90”, en lugar de “dos ondas 
están desfasadas 7/2 radianes”.) Cuando el desplazamiento es cero, los cambios 
de presión y densidad son máximos o mínimos. Cuando el desplazamiento es má- 
ximo o mínimo, los cambios de presión y densidad son nulos. Una onda de des- 
plazamiento dada por la ecuación 15.24 implica una onda de presión dada por 


P =P sen( o o 2) = —p, cosíkx — ct) Ln 


donde p representa el cambio de presión respecto a la presión de equilibrio y p, es 
el valor máximo de este cambio. Se puede demostrar que la máxima amplitud de 
presión p, está relacionada con la máxima amplitud de desplazamiento s, por 


Py = Pos, 15.26 


donde v es la velocidad de propagación y p la densidad de equilibrio del gas. Así, 
cuando una onda armónica sonora se propaga con el tiempo, el desplazamiento de 
las moléculas del aire, la presión y la densidad varían todas ellas sinusoidalmente 
con la frecuencia de la fuente vibrante. 


| PROBLEMA PRÁCTICO 15.5 
| El hombre puede percibir sonidos de frecuencias comprendidas entre 20 Hz y 20000 Hz 


| (aunque mucha gente tiene limitada la audición por encima de 15000 Hz). Si la velocidad 
del sonido en el aire es de 343 m/s, ¿cuáles son las longitudes de onda que corresponden 
a estas frecuencias extremas? 





Energía de las ondas sonoras La energía media de una onda sonora armónica 
en un elemento de volumen AV viene dado por la ecuación 15.23, donde Á se re- 
emplaza por s, y el elemento de masa Am = Ax se sustituye por p AV, siendo p 
la densidad media del medio en que se propaga el sonido. 





(AE), = 3pw?s7 AV 15.27 
La energía por unidad de volumen es la densidad de energía media n,.: 
E aa | 
Mn Tay 7 7 5; 15.28 


donde y es la letra griega eta minúscula. 


ONDAS ELECTROMAGNÉTICAS 


Las ondas electromagnéticas incluyen la luz, ondas de radio, rayos X, rayos 
gamma, microondas, etc. Los diversos tipos de ondas electromagnéticas difieren 
sólo en su longitud de onda y frecuencia. A diferencia de las ondas mecánicas, las 
ondas electromagnéticas no requieren un medio para su propagación. Viajan a tra- 
vés del vacío con velocidad c que es una constante universal, c = 3 Xx 10% m/s. La 
función de onda de las ondas electromagnéticas es un campo eléctrico asociado 
con la onda, E(x,t) (Los campos eléctricos se tratan en el capítulo 21. 5e deducirá 
una ecuación de onda, similar a la de las ondas en una cuerda o a la de las ondas 
sonoras, a partir de las leyes de la electricidad y el magnetismo en el capítulo 30.) 
El campo eléctrico es perpendicular a la dirección de propagación, de modo que las 
ondas electromagnéticas son ondas transversales. 

Las ondas electromagnéticas se producen cuando las cargas eléctricas libres ace- 
leran o cuando los electrones ligados a los átomos y moléculas realizan transicio- 
nes a estados energéticos inferiores. Las ondas de radio, con frecuencias de 
aproximadamente 1 MHz para AM y 100 MHz para FM, se producen por corrien- 
tes eléctricas macroscópicas que oscilan en antenas de radio. La frecuencia de las 
ondas emitidas es igual a la frecuencia de oscilación de las cargas. Las ondas lu- 
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minosas, con frecuencias del orden de 10** Hz, se producen generalmente por tran- 
siciones de electrones ligados. El espectro de ondas electromagnéticas se trata en el 


capítulo 31. 


INEÑ ONDAS ENTRES DIMENSIONES 


En la figura 15.12, se ven ondas circulares bidimensionales sobre la superficie del 
agua de una cubeta de ondas. Estas ondas se generan mediante gotas de agua que 
chocan con la superficie. Las crestas de las ondas forman círculos concéntricos lla- 
mados frentes de onda. En el caso de un foco o fuente puntual de sonido, las ondas 
se emiten en tres dimensiones. Se mueven alejándose del foco en todas direcciones 


y los frentes de onda son ahora superficies esféricas concéntricas. 





FIGURA 15.12 
Frentes de onda 
circulares que divergen 
a partir de un foco 
puntual en una cubeta 
de ondas. 
(PhotoDisc/Getty Images.) 





El movimiento de un conjunto cualquiera de frentes de onda puede 
indicarse mediante rayos, que son líneas dirigidas perpendicularmente 
a los frentes de onda (figura 15.13). En el caso de ondas circulares o es- 
féricas, los rayos son líneas radiales. 

En un medio homogéneo, como el aire a densidad constante, el frente 
de onda se mueve en línea recta en la dirección de los rayos, como si se 
tratara de un haz de partículas. A una distancia grande de un foco pun- 

tual, una sección pequeña del frente de onda se puede considerar como 
una superficie plana, y los rayos son, aproximadamente, líneas paralelas; 
este tipo de onda se llama onda plana (figura 15.14). El análogo bidi- 
mensional de una onda plana es una onda lineal, que puede considerarse 
como una pequeña parte de un frente de onda circular a una gran dis- 
tancia de su foco. Estas ondas pueden producirse también en una cubeta 
de ondas mediante una fuente lineal, como la indicada en la figura 15.15. 














(David Sacks/ The Image Bank/ Getty.) 
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FIGURA 15.13 El movimiento de los frentes de 
onda puede representarse mediante rayos que se dibujan 
perpendiculares a los frentes de onda. En el caso de una 
fuente puntual, los rayos son rectas radiales que divergen 
de la dicha fuente. 








FIGURA 15.14 Ondas planas. Á distancias grandes de 
un foco puntual, los frentes de onda son, aproximadamente, 
planos paralelos y los rayos son, aproximadamente, rectas 
paralelas perpendiculares a los frentes de onda. 





FIGURA 15.15 Analogía bidimensional de una onda 
plana que puede generarse en una cubeta de ondas mediante 
un listón plano que oscila arriba y abajo dentro del agua para 
producir frentes de onda que son líneas rectas. 
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INTENSIDAD DE ONDA 


Si un foco puntual emite ondas uniformemente en todas direcciones, la energía a 
una distancia r del mismo estará distribuida uniformemente sobre una corteza es- 
férica de radio r y superficie 47r1+?. Si la potencia media emitida por el foco es P,, la 
potencia por unidad de área a una distancia r del foco será P_ /(4rrr”). La potencia 
media por unidad de área que está incidiendo perpendicularmente a la dirección 
de propagación se denomina intensidad: 


15.29 
DEFINICIÓN DE INTENSIDAD 


Las unidades de la intensidad son watts por metro cuadrado. Á una distancia + de 
un foco puntual, la intensidad vale 





P 
J=—_ 15.30 


dry? 


INTENSIDAD DEBIDA A UN FOCO PUNTUAL 


La intensidad de una onda tridimensional varía inversamente con el cuadrado de 
la distancia al foco puntual. 

Existe una relación sencilla entre la intensidad de una onda y la energía por 
unidad de volumen del medio por el que se propaga la onda. Consideremos la 
onda esférica que acaba de alcanzar el radio r, de la figura 15.16. El volumen in- 
terior al radio r, contiene energía debido a que las partículas en esta región están 
oscilando con movimiento armónico simple. La región exterior a r, no contiene 
energía porque las ondas todavía no han alcanzado dicha región. Después de un 
intervalo corto de tiempo At, la onda, en su movimiento, sobrepasa r, en una dis- 
tancia corta Ar = v Af. La energía total en el medio se ve incrementada en la ener- 
gía contenida en la corteza esférica de superficie A, espesor v Af y volumen AV = 
A Ar = Av Áf. La energía media de la corteza esférica es 


(AE). = 9, AV = y, Av Át 


m 


El incremento de energía por unidad de tiempo es la potencia que entra en la cor- 
teza. Así pues, la potencia media incidente es 





(AB). 
Es > Af - Y yy AV 
y la intensidad de la onda es 
Pa 
[ = A =P Lal 


Por lo tanto, la intensidad es igual al producto de la velocidad de la onda y por la 
densidad de energía media n,. Sustituyendo y,, = l par 5, de la ecuación 15.28 
(densidad de energía media de una onda sonora) en la expresión anterior, resulta 


Lo. 1p 
I = y, 0 = 7 pw?siv = 2 


2 2 pu 


15.32 


donde se ha tenido en cuenta que s, = p,/(piwvv) según la ecuación 15.26. Es decir, 
la intensidad de una onda sonora es proporcional al cuadrado de la amplitud, lo 
que constituye una propiedad general de las ondas armónicas. 

El oído humano puede acomodarse a un amplio intervalo de intensidad de ondas 
sonoras, desde 107? W/m?, aproximadamente (que normalmente se toma como el 
umbral de audición), hasta 1 W/m?, aproximadamente (que produce una sensación 
dolorosa en la mayoría de las personas). Las variaciones de presión que correspon- 
den a estas intensidades extremas varían, aproximadamente, desde 3 X 10” Pa para 





Volumen de la corteza = AV=4 Ar=AvAt 





FIGURA 15.16 








Ondas sonoras procedentes de un receptor 
telefónico propagándose en el aire. Las ondas 
se han hecho visibles barriendo el espacio 
delante del receptor con una lámpara que 
tiene un brillo controlado mediante un 
micrófono. (From Winston E. Kock, Lasers and 
Holography, 1978, Dover Publications, New York.) 
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el umbral de audición hasta 30 Pa para el umbral del dolor. (Recuérdese que el pas- 
cal es un newton por metro cuadrado.) Estas pequeñas variaciones de presión se su- 
perponen (sumando o restando) a la presión atmosférica normal cuyo valor es, 
aproximadamente, 101 kPa. 


Ejemplo 1 Un altavoz 








El diafragma de un altavoz de 30 cm de diámetro vibra con una frecuencia de 1 kHz y una 
amplitud de 0,020 mm. Suponiendo que las moléculas de aire próximas al diafragma tienen 
esta misma amplitud de vibración, determinar (2) la amplitud de la presión justo delante del 
diafragma, (b) la intensidad sonora en esta posición y (c) la potencia acústica irradiada. (4) Si 
el sonido se irradia uniformemente en la semiesfera anterior, determinar la intensidad a 5 m 
del altavoz. 


PLANTEAMIENTO (a) y (b) La amplitud de la presión se calcula directamente de Po = Pwvs,, 
(ecuación 15.26) y la intensidad sonora de ] = ¿poésio (ecuación 15.32). (c) La potencia irra- 
diada es igual al producto de la intensidad por el área del diafragma. (d) El área de una se- 
miesfera de radio r es 27rr?. Podemos utilizar la ecuación 15.29 haciendo A = 21rr?. 





SOLUCIÓN 

(a) La ecuación 15.26 relaciona la amplitud de la presión con p, = pwvs, = (1,29 kg/m*)27r(10* Hz)(343 m/s)(2,0 x 107* m) 
la amplitud del desplazamiento, la frecuencia, la tec 
velocidad de la onda y la densidad del aire: = 55,6 N/m* = 


(b) La ecuación 15.32 relaciona la intensidad con estas mismas I = ¿pu?siv = 5(1,29 kg/m*)[27(1,0 kHz)]?(2,0 x 107? m(343 m/s) 


magnitudes conocidas: = 3,494 W/m? =| 3,5 W/m? 


(c) La potencia es el producto de la intensidad por el área del P., = TA = (3,494 W/m2)r(0,15 m) = 0,247 W =| 0,25 W 
diafragma: : 


P me 
(4) Calcular la intensidad a la distancia r = 5 m suponiendo == E, 1,57 Xx 10" W/m? = 
A 21(5,0mP 


una radiación uniforme en la semiesfera anterior: 


COMPROBACIÓN El resultado del apartado (dd) es menor que el del apartado (b), como era 
de esperar. Lo lógico es que la intensidad sea mayor cuanto más cerca se está del diafragma 
del altavoz. 





OBSERVACIÓN La hipótesis de radiación uniforme en la semiesfera anterior no es muy 
buena porque la longitud de onda en este caso [A = v/f = (343 m/s)/(1000 s”*) = 34,3 cm] 
no es grande comparada con el diámetro del altavoz. Existe también cierta radiación en la 
dirección posterior, como puede observarse situándose detrás de un altavoz. 


Los altavoces de un concierto de “rock” pueden emitir con una potencia 100 
veces mayor que el altavoz del ejemplo. 


* Nivel de intensidad y sensación sonora Aunque nuestra percepción de la so- 
noridad no es proporcional a la intensidad, sí resulta una buena aproximación con- 
siderar que esta percepción varía logarítmicamente con la intensidad. Usaremos, 
por lo tanto, una escala logarítmica para describir el nivel de intensidad £ de una 
onda sonora, el cual se mide en decibelios (dB) y se define por 


Véase el 


Í 
fp = (10 dB) log — 15.33 
7 Apéndice de matemáticas 


DEFINICIÓN: NIVEL DE INTENSIDAD EN dB 


para más información sobre 


donde log se refiere al logaritmo base 10. El decibelio es una magnitud adimen- Potencias y 
sional, como el radian. Normalmente, escribimos la ecuación 15.33 sin escribir en logaritmos 
forma explícita las unidades. Es decir, lo escribimos como f£ = 10 log(1/1,). Aquí 
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Tes la intensidad física del sonido e [, es un nivel de referencia, que tomaremos 
como umbral de audición: 


UMBRAL DE AUDICIÓN 


En esta escala, el umbral de audición (1 = 107% W/m?) se corresponde con un nivel 
de intensidad f = 10 log (1,/1,) = 0 dB y el umbral del dolor (1 = 1 W/m) se co- 
rresponde con £ = 10 log (1/107**) = 10 log 10* = 120 dB. Así pues, el intervalo 
de intensidades físicas de 107? W/m? a 1 W/m? se corresponde con un intervalo de 
niveles de sensación sonora de O dB a 120 dB. La tabla 15.1 relaciona los niveles de 
intensidad de algunos sonidos comunes. 





labla 15.1 Intensidad fisica y nivel de intensidad sonora de algunos sonidos comunes (/, = 10”? W/m?) 


Fuente Io dB Descripción 
104 0 Umbral de audición 

Respiración normal 101 10 Escasamente audible 
Rumor de hojas 10? 20 
Conversación en voz muy baja (a 5 m) 10 30 Apenas ruidoso 
Biblioteca 10* 40 
Oficina tranquila 10" 50 Poco ruidoso 
Conversación normal (a 1 m) 108 60 
Tráfico denso 107 70 
Oficina ruidosa con máquinas; fábrica de tipo medio 10% 80 
Camión pesado (a 15 m); cataratas del Niágara 10” 90 La exposición constante daña al oído 
Tren de metro antiguo 101 100 
Ruido de construcción (a 3 m) 191 110 
Concierto de rock con amplificadores (a 2 m); despegue 1012 120 Umbral del dolor 

de un reactor (a 60 m) 
Remachadora neumática; ametralladora 10% 130 
Despegue de un reactor (cercano) 10% 150 
Motor de cohete grande (cercano) 10% 180 








Fiemplo 188 Pruebas de sonido 


Un material absorbente del sonido atenúa el nivel de sonoridad en 30 dB. ¿En qué factor dis- 
minuye la intensidad? 


PLANTEAMIENTO Analice la tabla 15.1 para comprobar el cambio de intensidad por cada 
10 dB de cambio en el nivel de intensidad sonora. ¿Se puede inferir alguna regla? 


'- SOLUCIÓN 

1. Enlatabla 15.1, vemos que por cada 10 dB de disminución Así, si la sonoridad disminuye en 30 dB, la intensidad física 
del nivel de sensación sonora, la intensidad física disminuye disminuye en un factor 1071 x 1071 x 107! = 
en un factor de 10, ; 


COMPROBACIÓN Podemos comparar este resultado con el que se obtendría utilizando di- 
rectamente la ecuación 15.33. Es decir, £, — B, = 10 log(L /1,) — 10 log(1, /1,) = 10 logtl, /1). 
Despejando I, da I, = 108-401]. Sustituyendo —30 en lugar de f, — f, da L, = 10“, lo 
que verifica nuestro resultado. 


COMPROBACIÓN CONCEPTUAL 15.1 


David se compra una radio que produce el doble de potencia acústica que la 
que se le ha roto. David espera que la nueva radio suene el doble de fuerte. 
¿Quedará satisfecho con la compra? Explique la respuesta. 
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En realidad, la sonoridad depende de la fre- 22120 — mr — e 
cuencia, así como del nivel de intensidad en de- E FIGURA, 1812 BA Oc aensidan 


z E Ñ S qe] 1 | TS | E | ] 5 . 
clbselivs Ta figura 15.17 representa este aival de ¡100 en función de la frecuencia para sonidos de 





Ls 
intensidad en dB en función de la frecuencia E Ae ==02 2 ió bra dedicó 
para sonidos de igual sonoridad en el oído hu- E En para, aproximadamente, el 99 por ciento de 
mano. (En esta figura, la frecuencia se repre- 2 40 la población. La segunda curva inferior 
senta en escala logarítmica para abarcar el am- "8 20 constituye, aproximadamente, el umbral 
plio intervalo de frecuencias de 20 Hz a 10 kHz.) Z 0 e read para un 50 por ciento de la 


Obsérvese en esta figura que el oído es más 
sensible a - 4 kHz para todos los niveles de in- 20 100 . o 10000 
tensidad sonora en dB. ES 





AE Ledridos de perros 





El ladrido de un perro supone alrededor de 1 mW de potencia acústica. (1) Si esta potencia 
se distribuye uniformemente en todas direcciones, ¿cuál es el nivel de intensidad sonora a 
una distancia de 5 m? (b) ¿Cuál sería el nivel de intensidad de dos perros ladrando al mismo 
tiempo si cada uno de ellos desarrolla una potencia de 1 mW? 


PLANTEAMIENTO El nivel de intensidad sonora se deduce de la intensidad física y ésta de 
la expresión ] = P. /(4rr?). Para dos perros, las intensidades físicas se suman. 





SOLUCIÓN 


| I 
(a) 1. El nivel de intensidad sonora está relacionado con la B = 10 log A 
intensidad física. Entonces tenemos que calcular 0 


primero la intensidad 1: P E7n 
ri Fr A ñ a 
¡== o 3,18 xX 10% W/m? 

dry? dr(5,0 my 


qu : A Ñ Í, 3,18 x 107+* | 
3. Utilizar el resultado anterior para determinar el nivel B, = 10log7-=10 log ———— = | 65,0 dB 
: ] 


de intensidad sonora a 5 m: 1x102 


2. Calcular la intensidad ar = 5m: 


J 21 I 
(b) Si I, es la intensidad de un perro, la intensidad de dos f, =10 log 7 = 10 log e 10( 108 2 + log 2) 
0 0 o 


perros es |, = 2 1;: 


COMPROBACIÓN Si el resultado del apartado (b) es correcto, cuando la intensidad se du- 
plica, el nivel de intensidad sonora aumenta en unos 3 dB. Para ver si es correcto, dividimos 
65 dB entre 3 dB lo que da 21,7. Entonces, multiplicando la intensidad umbral por 21,7 da 
una intensidad de I, = 3 x 107% W fm*. Por tanto, 2%" 1, debería ser igual a 3 x 10"* W/m*, 
Es fácil comprobar que así es, 





154 ANNA TN 





REFLEXIÓN, TRANSMISIÓN Y REFRACCIÓN 


Cuando una onda incide sobre una superficie límite o de separación de 
dos regiones en las que la velocidad de la onda es diferente, parte de la 
onda se refleja y parte se transmite. La figura 15.184 muestra un pulso 
sobre una cuerda ligera unida a una cuerda más pesada. En este caso, el 
pulso reflejado en la superficie límite se invierte. Si la segunda cuerda es 
más ligera que la primera (figura 15.18b), el pulso reflejado no se invierte. 
El pulso transmitido a la segunda cuerda va siempre derecho (derecho 





FIGURA 15.18 La parte frontal del pulso es más estrecha que la trasera porque 
el extremo de la cuerda fue levantado más rápido de lo que se bajó. (1) Un pulso de 
onda se propaga sobre una cuerda ligera unida a otra más pesada en la cual es menor pb ANO 
la velocidad de la onda. El pulso reflejado se invierte, mientras que el transmitido no. a A IHTAE 7 h, 

(b) Un pulso de onda se propaga sobre una cuerda pesada unida a otra más ligera, en | ha 

la cual la velocidad es mayor. En este caso, el pulso reflejado no se invierte. (b) 





—— o A 
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quiere decir que tiene la misma orientación que el pulso incidente). Un extremo de 
una cuerda unido a un punto fijo es equivalente a unirlo a una segunda cuerda con 
una masa por unidad de longitud extremadamente grande, de forma que el pulso 
incidente se invierte al llegar al punto fijo y reflejarse. Por el contrario, si el extremo 
de la cuerda se une a otra cuerda de menor masa por unidad de longitud, el pulso 
reflejado va derecho. Las alturas de los pulsos incidentes, reflejados y transmitidos 
se muestran en la figura 15.18 y son h, , h_ y h,, respectivamente. El coeficiente de re- 
flexión 7, es el cociente entre la altura del pulso reflejado y la altura del pulso inci- 
dente y el coeficiente de transmisión 7 es el cociente entre la altura del pulso 
transmitido y la altura del pulso incidente. Las expresiones para r y T son 
O > 20, 


=> Y EA 15.35 
0, FT 0, TO 


COEFICIENTES DE REFLEXIÓN Y TRANSMISIÓN 


Estas dos expresiones para los coeficientes de reflexión y transmisión se denominan 
relaciones de Fresnel y se pueden deducir haciendo que la tensión, la altura de la cuerda 
y la pendiente de la cuerda permanezcan continuas en el punto donde la masa por 
unidad de longitud es discontinua. (La tercera ley de Newton requiere que la pen- 
diente sea continua.) Obsérvese que 7 siempre es positivo, lo que significa que el pulso 
transmitido va siempre derecho, Sin embargo, si r es negativo (v, < v,), el pulso refle- 
jado se invierte, mientras que si r es positivo (v, > ú,), el pulso reflejado va derecho. 
Las relaciones de Fresnel son válidas tanto para ondas de luz como sonoras. 


EUIAENIN Dos cables soldados 





Dos cables de densidades de masa lineal distintas se sueldan uno a continuación del otro y 
después se estiran mediante una tensión F,, (la tensión es la misma en los dos alambres). La 
velocidad de una onda en el primer alambre es el doble que en el segundo. Cuando una onda 
armónica que se transmite por el primer alambre llega a la unión de los alambres, la onda re- 
flejada tiene la mitad de amplitud que la onda transmitida. (1) Si la amplitud de la onda in- 
cidente es A, ¿cuáles son las amplitudes de las ondas reflejada y transmitida? (b) ¿Cuál es el 
cociente entre las densidades y, / 4, de masa de los cables? (c) ¿Qué fracción de la potencia 
incidente se refleja en la unión y qué fracción se transmite? 


PLANTEAMIENTO Para calcular las amplitudes de las ondas reflejadas y transmitidas, utiliza- 
mos A, =rA y A, = 7A, donde A, y A, son las amplitudes de las ondas transmitidas y reflejadas, 
respectivamente, y r y 7 los coeficientes de reflexión y transmisión. Cada una de las potencias se 
expresa con la ecuación 15.22, P_ = ¿uva? A?. Las frecuencias angulares de todas las ondas son 
iguales. Como las ondas reflejada e incidente están en el mismo medio, ambas poseen la misma 
velocidad v,. Sabemos que la velocidad en el segundo alambre es v, = EA (figura 15.19). 


SOLUCIÓN 





A db 
Cin =P] U=V1>=354 
A 
Ely Ha 
A 
Do, = 1 





FIGURA 15.139 


(a) 1. Expresar las amplitudes reflejada y transmitida en términos A =rÁ V A =TAÁ 
p p juana y t ) t 
de la amplitud incidente y de los coeficientes de reflexión y 
transmisión: 
E 1 
2. Utilizar v, = 2 0, para calcular los coeficientes de reflexión y = ET 23 
transmisión: 4 A 
E 20, B 20, E 2 
ds O PE a A 
1 2 
luego, 4.=]-= A == |=ñ 
2 de 2 Es 
b) 1. Utilizar la ecuación 15.3, v = WE, /u. FE. es la misma en E y E E 
( r pp E pl. Ps 
cada lado de la unión. Despejar q, y pL.: : E E E 
T T 
or tanto, =— A 
P py ES ¿dl Ha y? 
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2 pe 
eco Lis Mo) vi (20) 
2. Dividir ¡, entre pe, utilizando v, = 2 0,: de = 2 = 2 = 
(c) 1. Escribir las expresiones para las potencias medias incidente, P... =p Ao, 
reflejada y transmitida a partir de la ecuación 15.22, E EOS 
P. = 34 A?: Pro 7 20% AD, 


Ea 1 
2. Sustituir el resultado del apartado (1) en las expresiones delas  P_. = luar pS La) D, = Ps pat A*D, 





potencias: 3 
E Z 
Egg = lio Za) 0, = —puq00* APD, 
Pp Lu, 02Alp 
3. Calcular los cocientes P_/P.. y P,fP..: A a o 
Pi, Ma] 5 py MATO, 9 


2 
Pera 310 A%0, _ 4 p50, 
Poo lp, acAa, 34H 





ue ke 
Simplificar utilizando los resultados del apartado (b) y la = > — = 


20 


relación o, =20, 2 





COMPROBACIÓN La suma de las fracciones de potencia reflejada y transmitida da 1. 


OBSERVACIÓN La onda reflejada se invierte respecto a la onda incidente; por tanto, tienen 
un desfase de 180”. Una amplitud negativa corresponde a un desfase de 180", 


- PROBLEMA PRÁCTICO 15.6 Repetir el ejemplo 15.10 pero con v, = 2v,. 


La conservación de la energía proporciona una nueva relación entre los coefi- 
cientes de reflexión y transmisión. Esta relación, establecida en el problema 15.70, 
viene dada por 


_ ¡na 
l=y++—7 15.36 
0) 


donde 7? representa la fracción de potencia reflejada y (v, /v,)7? representa la frac- 
ción transmitida. 





PROBLEMA PRÁCTICO 15.7 m0 
Demostrar que los valores de + y 7 para los cables del ejemplo 15,10 satisfacen la ecuación 
15.36. 
Rayo 
En tres dimensiones, la frontera entre dos regiones de diferente velocidad de incidente 


onda es una superficie. La figura 15.20 muestra un rayo incidente sobre una de 
estas superficies límite. Este ejemplo podría ser una onda sonora en el aire que 
choca sobre una superficie sólida o líquida. El rayo reflejado forma un ángulo con 
la normal a la superficie igual al que forma el rayo incidente. 

El rayo transmitido se desvía acercándose o alejándose de la normal; lo cual de- 
pende de si la velocidad de la onda en el segundo medio es menor o mayor que la 
que posee en el medio inicial. Se denomina refracción al cambio de dirección del oyales lodo dead Dile 
rayo transmitido. Cuando la velocidad de la onda en el segundo medio es mayor — ¿eta onda se refleja y parte se transmite. 
que en el medio incidente (como ocurre cuando una onda luminosa que se propaga Se denomina refracción al cambio de dirección 
en vidrio o agua se refracta en el aire), el rayo que describe la dirección de propa- del rayo transmitido. 








FIGURA 15.20 Onda incidiendo sobre 
una superficie límite entre dos medios en los 
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E 





FIGURA 15.21 La luz procedente 
de una fuente en el agua se refracta 
alejándose de la normal cuando entra en 
el aire. Para ángulos de incidencia por 
encima de un valor crítico, no hay rayo 
transmitido, condición conocida como 
reflexión interna total. 





gación se desvía alejándose de la normal, como indica la figura 15.21. Al incre- 
mentarse el ángulo de incidencia, crece también el ángulo de refracción, hasta que 
se alcanza un ángulo crítico de incidencia, para el cual el ángulo de refracción es 
de 90”. Para ángulos de incidencia superiores al valor crítico, desaparece el rayo re- 
fractado, fenómeno que se llama reflexión interna total. 

La cantidad de energía reflejada por una superficie depende de la clase de super- 
ficie. Las paredes rígidas, suelos y techos planos son buenos reflectores de las ondas 
sonoras; mientras que otros materiales porosos y menos rígidos, como la ropa de los 
paños y tapizados, absorben gran cantidad de la energía incidente. La reflexión de las 
ondas sonoras juega un papel importante en el proyecto de una sala de conferencias, 
de una biblioteca o un auditorio de música. En una sala de conferencias con muchas 
superficies planas reflectoras, es difícil de entender lo que se dice debido a la multi- 
tud de ecos que llegan en instantes diferentes a los oídos del oyente. Para reducir estas 
reflexiones es corriente colocar sobre las paredes y el techo materiales absorbentes. En 
una sala de conciertos, se sitúa una placa reflectora detrás de la orquesta y tambiénse 
cuelgan paneles reflectores del techo para reflejar y dirigir el sonido hacia los oyentes. (Gentileza de Davies Symphony Hall.) 








AAA El globo que oye | Conceptual 





Normale: 

Una práctica de física muy popular consiste en colocar un globo lleno 77 Eo 
de dióxido de carbono entre un altavoz y una persona que escucha. E. 

La persona escucha un sonido más fuerte cuando se coloca el globo 
que cuando se quita. ¿Por qué? 






PLANTEAMIENTO La masa molar del dióxido de carbono es mayor 
que la masa molar del aire. Así, el sonido viaja más rápido a través del Fuente 

aire que a través del globo. Dibujar un diagrama de los rayos de sonido Globo 
que atraviesan el globo. Los rayos se refractan (se inclinan) cuando el (a) 
sonido se transmite a través de la superficie que separa los dos medios. 


SOLUCIÓN 

1. Trazar el rayo que sale del altavoz y pasa por la parte superior 
del globo (figura 15.221). El rayo se refractará hacia la normal 
cuando entra en el globo y más allá de la normal cuando sale: 


2. Repetir el paso 1 para cuatro o cinco rayos más incluyendo 
alguno que pase por la mitad inferior del globo (figura 15.22b): 


3. Utilizar el diagrama para explicar por El sonido es más 





qué el sonido es más fuerte cuando intenso en la región 
hay un globo entre el altavoz y la donde los rayos se Ó 
persona: cortan. FIGURA 15.22 


COMPROBACIÓN El globo es al sonido como una lupa es a la luz. La luz viaja a través del 
vidrio más lentamente que a través del aire, análogamente a lo que sucede con el sonido, que 
viaja más lentamente a través del dióxido de carbono que a través del aire. 


Ondas y barreras 


DIFRACCIÓN 


Cuando una onda encuentra un obstáculo tiende a rodearlo. Este comportamiento del 
frente de onda se denomina difracción. Casi toda la difracción de una onda se produce 
en aquella parte del frente de onda que está a una distancia de pocas longitudes de 
onda de los límites del obstáculo. En aquellas zonas de la onda que están más alejadas, 
el efecto del obstáculo, es decir la difracción, es imperceptible y la onda se propaga en 
línea recta en la dirección de los rayos incidentes. Cuando una onda se encuentra con 
una barrera con una pequeña abertura (un agujero) de unas pocas longitudes de onda 
de diámetro, la parte de la onda que la atraviesa pasa toda ella a una distancia de pocas 
longitudes de onda de los bordes. Así, los frentes de onda planos se curvan y se pro- 
pagan adoptando la forma circular o esférica (figura 15.23). Por el contrario, si un haz 
de partículas incide sobre un obstáculo con una abertura, las partículas que lo atravie- 
san no cambian su dirección (figura 15,24). La difracción es una de las características 
fundamentales que distingue las ondas de las partículas. Demostraremos cómo surge 
la difracción al estudiar la interferencia y difracción de la luz en el capítulo 35. 





Fuente SS 
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Aunque las ondas que encuentran un obstáculo o abertura siempre se curvan, O 
difractan, la magnitud de este fenómeno depende de la relación que existe entre su 
longitud de onda y el tamaño del obstáculo o abertura. Si la longitud de onda es 
más grande o igual que la abertura, como en la figura 15.23, la difracción es impor- 
tante y las ondas se dispersan al atravesar la abertura como si procediesen de una 
fuente puntual localizada en la misma abertura. En cambio, si la longitud de onda 
es pequeña en relación con la abertura, el efecto de difracción es pequeño como in- 
dica la figura 15.25. Cerca de los bordes de la abertura los frentes de onda se dis- 
torsionan y las ondas se curvan ligeramente. Sin embargo, los frentes de onda no se 
ven afectados en su mayor parte y las ondas se propagan en líneas rectas, como si 
se tratara de un haz de partículas. Esta aproximación de propagación de las ondas 
en líneas rectas en la dirección de los rayos y sin difracción se conoce con el nombre 
de aproximación de rayos. Los frentes de onda se distorsionan cerca (entendemos 
por cerca, una distancia de pocas longitudes de onda del borde del obstáculo) de los 
bordes del obstáculo que bloquea parte del frente de onda. 

Como las longitudes de onda del sonido audible están dentro de un margen que va 
desde algunos centímetros hasta varios metros y son, con frecuencia, grandes en com- 
paración con las aberturas o los obstáculos (puertas o ventanas, por ejemplo), la difrac- 
ción de las ondas sonoras resulta ser un fenómeno común. Por otra parte, las longitudes 
de onda de la luz visible están dentro del intervalo de 4 x 1077 a 7 Xx 10 m, aproxi- 
madamente. Como estas longitudes de onda son pequeñas en comparación con el ta- 
maño de los objetos y aberturas ordinarios, la difracción de la luz no es observable 
fácilmente, de forma que la luz parece viajar en línea recta. Sin embargo, la difracción 
de la luz es un fenómeno importante que estudiaremos con detalle en el capítulo 35. 

Los efectos de la difracción imponen una limitación a la capacidad para situar o 
localizar objetos pequeños o para identificar sus detalles más finos mediante la re- 
flexión de ondas sobre ellos. No se produce ninguna reflexión apreciable de las 
ondas a no ser que el objeto sea de un tamaño por lo menos del orden de la longi- 
tud de onda. Así pues, no puede observarse ningún detalle a una escala menor que 
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FIGURA 15.23 Úndas planas en una 
cubeta de ondas que se encuentran con una 
barrera que posee una pequeña abertura de 
unas pocas longitudes de onda de ancho. Más 
allá de la barrera hay ondas circulares 
concéntricas respecto a la abertura, como si 
hubiese un foco puntual en la misma. 
(Fundamental Photographers.) 





FIGURA 15.24 Comparación entre la 
forma en que pasan partículas y ondas a 
través de una abertura estrecha en una 
barrera. En (a) las partículas transmitidas se 
encuentran confinadas en un ángulo estrecho. 
En (b) la abertura actúa como un foco puntual 
de ondas que se propagan en un ángulo 
mucho más amplio que el correspondiente a 
las partículas en (4). 





lanas en una 
cubeta de ondas que se encuentran con una 
barrera que posee una abertura mucho mayor 
que A. La onda continúa propagándose hacia 
adelante; sólo se observa una pequeña 
desviación en las regiones a ambos lados de la 
abertura. (Fundamental Photographers.) 
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la longitud de onda utilizada. Si se utilizan ondas de longitud de onda A para lo- 
calizar un objeto, su posición podrá conocerse sólo con un margen de + A. 

Las ondas sonoras de frecuencias mayores a 20000 Hz se conocen como ondas 
ultrasónicas. Debido a sus longitudes de onda muy cortas pueden emitirse y re- 
flejarse en objetos pequeños. Los murciélagos emiten y detectan frecuencias de 
hasta 120000 Hz, correspondientes a una longitud de onda de 2,8 mm, que utilizan 
para localizar pequeñas presas como mariposas nocturnas. El sistema de ecoloca- 
ción, conocido como sónar (acrónimo de sound navigation and ranging, navegación 
y localización por el sonido), se utiliza para detectar perfiles de objetos sumergidos 
con ondas sonoras. Las frecuencias utilizadas por los detectores de peces disponi- 
bles en el mercado están en un rango de 25 a 200 kHz. Las marsopas hacen chas- 
quidos de localización de este mismo rango de frecuencias. Se hacen pasar 
ultrasonidos a través del cuerpo humano y la información sobre la frecuencia e in- 
tensidad de las ondas transmitidas y reflejadas se procesa para construir una ima- 
gen tridimensional llamado sonograma o ecografía. 





155 EXA: 


Cuando un foco productor de ondas y un receptor se están moviendo uno respecto 
al otro, la frecuencia recibida por el receptor no es la misma que la emitida por el 
foco. Cuando se están acercando entre sí, la frecuencia observada es mayor que la del 
foco, mientras que resulta menor si se están alejando. Este fenómeno se denomina 
efecto Doppler. Un ejemplo cotidiano es el cambio de tono de la bocina de un coche 
cuando éste se acerca o se aleja de nosotros, 

En el análisis que sigue, todos los movimientos se consideran relativos al medio. 
Consideremos que el foco se mueve con una velocidad u,, tal como se muestra en 
las figuras 15.264 y b, y un receptor estacionario. El foco tiene una frecuencia f, (y 
un periodo T, = 1/f,). La frecuencia del receptor f, el número de ondas que pasan 
por el receptor por unidad de tiempo, es 


LAI 


Sea t, el instante en que una cresta de onda sale del foco (figura 15.26c) y t, el instante 
en el que la siguiente cresta sale del foco. El tiempo entre estos dos eventos es T, = 
£, — t, y durante este tiempo el foco y la cresta que sale en el instante f, recorren una 
distancia u¿T, y vT, respectivamente. En consecuencia, en el instante L, la distancia 
entre el foco y la cresta que sale en el instante t, es A, la longitud de onda. e detrás 
del foco A = A¿ = (v + u/JT,, mientras que por delante del foco A = A, — EE, 
suponiendo 4, < v. (Si 4, = v, no hay ningún frente de onda por pi del foco.) 
Estas dos relaciones pueden expresarse como 


fA=vw (receptor parado) 


UY E 


f , 
15.38 
Í, 


donde se ha sustituido 1/f, por T,. Delante del foco, la longitud de onda es más pe- 
queña, por lo que se aplica en 15.38 el signo menos. Detrás del foco se aplica el 
signo más. Sustituyendo A en la ecuación 15.37, obtenemos 








v V Ñ 
== Jí (receptor parado) 15.39 
A IU 
1 
2 
| 3 
Fuente en 
movimiento Receptor 
estacionario 





A —— 





(GE Medical Systems/Photo Researchers, Inc.) 





FIGURA 15.26 (1) Ondas en una cubeta 
producidas por un foco puntual que se mueve 
hacia la derecha. Los frentes de onda se 
encuentran más próximos delante del foco y 
más separados detrás de él. (b) Frentes de 
onda sucesivos emitidos por un foco puntual 
que se mueve hacia la derecha con velocidad 
4, Cada uno de los frentes numerados fue 
emitido cuando el foco estaba en la posición 

a la que corresponde el mismo número. 

(c) Durante el tiempo 7; la fuente se mueve 
una distancia 1,1, y el 5.* frente se mueve una 
distancia vT,. Delante de la fuente, la longitud 
de onda es A, = (v — JT, y detrás de ésta, 

A, = [v + u,JT,. (Educational Development Center.) 


— Fuente en 
movimiento 





hp 
e Ap = (v + 115) Ti $ 
Af= (o = 115) Ti 
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Cuando el receptor se mueve relativo al medio, la frecuencia que detecta difiere de 
la frecuencia emitida porque el movimiento del receptor afecta al número de ondas 
que detecta en un determinado intervalo de tiempo. Sea un receptor que se mueve 
con velocidad 1, y sea T, el tiempo que transcurre entre que llegan dos crestas con- 
secutivas. Durante el tiempo entre la llegada de las dos crestas, el receptor se 
mueve u_T, mientras que las crestas se habrán desplazado vT,. Si el receptor se 
mueve en la dirección opuesta a la de la onda (figura 15.27), durante el tiempo T, 
la longitud de onda A es la distancia que se mueve cada cresta más la que se mueve 
el receptor, es decir, A = 0T_ + u,T., o bien, T, = A/((v + 4). [Si el receptor se mueve 
en la misma dirección que la onda, vT, —- A=uT, o bien T, = A/((v — u )]. Dado 
que f, = A/T,, tenemos 
il TÉR 


== 15.40 
Í: Ph A 


r 





donde si el receptor se mueve en el mismo sentido que la onda, la frecuencia reci- 
bida es menor y aplicamos el signo negativo. Si, en cambio, el receptor se mueve 
en sentido opuesto al de la onda, la frecuencia es mayor y elegimos el signo posi- 
tivo. Sustituyendo A de la ecuación 15.38, se obtiene 


VUIu 
Am Tr 


E 


La elección correcta del signo se determina recordando que la frecuencia tiende a 
aumentar cuando el foco se mueve hacia el receptor o cuando éste se mueve hacia 
el foco. Por ejemplo, si el receptor se mueve hacia el foco, en el numerador se se- 
lecciona el signo positivo, lo cual tiende a incrementar la frecuencia recibida, y si 
el foco se aleja del receptor, se aplica al denominador el signo positivo, lo cual in- 
duce que la frecuencia recibida sea menor. La ecuación 15.414 adquiere un aspecto 
más simétrico si se expresa de la forma 
Eo = E 15,415 


o E 
pH. UTA 





E; 15,41la 


y 5 UU 


Se puede demostrar (véase el problema 83) que si tanto 4, como u, son mucho me- 
nores que la velocidad de propagación de la onda v, el desplazamiento de la fre- 
cuencia Af = f, — f, viene dado, aproximadamente, por 


ezo (wr) 15,42 


donde u = u, + u, es la velocidad del foco con respecto al receptor. 

En un sistema de referencia donde el medio se mueve (por ejemplo, un sistema de 
referencia fijo en la superficie terrestre donde el medio sea el aire y éste se mueva, es 
decir, sople el viento), la velocidad de propagación de la onda v se sustituye por v' = v 
+ 1, donde u,, es la velocidad del viento relativo a la superficie terrestre. 





ESTRATEGIA DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
Resolución de problemas de efecto Doppler 


PLANTEAMIENTO La resolución de problemas de efecto Doppler requiere la 
aplicación de la ecuación 15.41a, 


[5 


e 
: 
— ef 
FE, 





SOLUCIÓN 

1. Determinar la velocidad del emisor 1, y del receptor 1, en el sistema de 
referencia del medio en que se propaga. 

2. Determinar las direcciones del movimiento del emisor y del receptor en el 
mismo sistema de referencia. 

3. Sustituir los valores en la ecuación 15.41a. Tanto si el emisor se mueve 
hacia el receptor como si es el receptor el que se mueve hacia el emisor, 
aumenta la frecuencia recibida. Si el emisor se mueve hacia el receptor, 


Receptor 
móvil 





PI, u,1, 





FIGURA 15.27 El tiempo transcurrido 
entre las llegadas de las crestas al receptor es 
T.. Las líneas naranjas representan la primera 
cresta que sale de la fuente y las grises 
representan la siguiente cresta. Durante el 
tiempo T, el receptor viaja una distancia u T., 
mientras que la cresta recorre una distancia 
vl.. 





Las ecuaciones que van de la 15.37 
a la 15.42 sólo son válidas en el 
sistema de referencia del medio. 
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tomaremos el signo menos en el denominador, mientras que si el receptor 
se mueve hacia el emisor, tomaremos el signo más en el numerador. 


4, Sila onda rebota sobre un reflector antes de que llegue al receptor, tratar 
el reflector primero como un receptor y aplicar la ecuación 15.414 con el 
signo correspondiente; luego, tratarlo como un emisor y aplicar la 
ecuación 15.41a con el signo correspondiente. 


COMPROBACIÓN Si la distancia entre el emisor y el receptor decrece, la 
frecuencia recibida es mayor que la emitida. Si la distancia entre ambos 
aumenta, la frecuencia recibida en menor que la emitida. 





Ejemplo AV Tocando la bocina 





La frecuencia de la bocina de un coche parado es 400 Hz. Determinar (a) la longitud de onda 
del sonido y (b) la frecuencia observada si el coche se mueve con una velocidad u,=34mfs 
(aproximadamente 122 km/h) a través del aire en reposo hacia un receptor estacionario. 
Tomar como velocidad del sonido en el aire el valor 343 m/s. (c) Determinar la frecuencia 
observada si el coche está parado y un receptor se mueve con velocidad u, = 34 mfs hacia 
el coche. 


PLANTEAMIENTO (a) Las ondas de delante de la fuente se comprimen y, por lo tanto, se uti- 
liza el signo menos en la ecuación 15.38. (b) Calcular la frecuencia a partir de la ecuación 15.41. 
(c) Para un receptor móvil, se usan las mismas ecuaciones que en los apartados (a) y (b). 





SOLUCIÓN 
| vu, 343m/s — 34 m/s 
(a) Usando la ecuación 15.38, calcular la longitud de A= = ——— =0,773 m = 
onda delante del coche. Delante del foco, la longitud Í, 400 Hz 


de onda es más pequeña; por lo tanto, elegimos el 
signo correspondiente: 


| yt 34 | 
(b) Utilizando la ecuación 15.41a, despejar la f,= f,= S f,= (553 Jcsoo Hz) = 444 Hz = | 440 Hz 


= =f,= 
a ET UXE du U — 1 
frecuencia recibida: f f 








UTM 3J4dimfs 
(c) 1. Usando la ecuación 15.38, calcular la longitud A= y bo as = 0,858 m = 
de onda en la proximidad del receptor: Í, 400 Hz 


vta, DEA. tU, | 4 
2. La frecuencia recibida viene dada por la ecuación — f.=———f,= o (1 + =) f, = (1 + es )tsoo Ha 


Et 
15.41a. El foco se aproxima al receptor; por lo tanto, A D 
la frecuencia es mayor. Elegir el signo adecuado: 











COMPROBACIÓN El receptor se mueve a una velocidad de un 10% de la velocidad del so- 
nido y la frecuencia recibida es un 10% mayor que la de la fuente, lo cual es lógico cuando 
la fuente está en reposo. 


OBSERVACIÓN La frecuencia f también puede obtenerse a partir de la ecuación 15.40. 


PROBLEMA PRÁCTICO 15.8 Cuando un tren que se mueve a 90 km/h se aproxima a un 
observador estacionario, hace sonar su bocina con una frecuencia de 630 Hz. No hay viento. 
(2) ¿Cuál es la longitud de onda del sonido delante del tren? (b) ¿Cuál es la frecuencia perci- 
bida por el observador? (Usar 343 m/s para la velocidad del sonido.) 





Velocidad de una onda Póngalo en su contexto 


Usted trabaja para una compañía de seguros. Un asteroide que cae sobre el océano genera un 
tsunami que produce olas de 10 m de altura que llegan a tierra produciendo grandes destro- 
zos. Su jefe desea saber a qué velocidad se desplazaban las olas y le encarga el trabajo a usted. 
La única información de la que dispone es la grabación de audio de un radiocasete que se en- 
contró en lo alto de un árbol tras el tsunami. En la grabación se aprecia el sonido de fondo de 
una sirena; también se aprecia entre las ráfagas de la alarma local un eco débil de la sirena. 
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Usted mide las frecuencias del sonido producido por la sirena y su eco, obteniendo 4000 Hz y 
4080 Hz, respectivamente. ¿A qué velocidad se acercaban las olas? 


PLANTEAMIENTO El servicio meteorológico le confirma que no había viento cuando se 
produjo el tsunami. Además, la temperatura era de 20 *C, por lo que la velocidad del sonido 
era de 343 m/s. Primero, utilizamos la ecuación 15.414 del efecto Doppler para calcular la fre- 
cuencia del sonido recibida por una ola en función de la velocidad u con la que avanza la ola. 
Luego se aplica de nuevo la ecuación, considerando esta vez la ola como emisora del eco de 
la sirena y el radiocasete como receptor. Suponer que el radiocasete no se movía. 


SOLUCIÓN 
DA, y +u + Uu 
1. Aplicar la ecuación del efecto Doppler con 11, = O a fin de relacionarla  f,= a il ES 
frecuencia f. recibida por la ola con su velocidad: E 
vu 7 
2. Aplicar la ecuación del efecto Doppler con u, = 0 a fin de relacionar pS > fi = - .— 
la frecuencia f, recibida por el radiocasete y la velocidad de la ola. E 


Utilizar el resultado del paso 1 para despejar f:: 




















a da > ; Ú ú vU+Qu DA 4 
3. Ahora tenemos dos ecuaciones con dos incógnitas. Sustituimos el f = f.= AS 


| tr E ly | 
noo. eo Y DU 
resultado del paso 1 en el del paso 2: 


f/ —fí 4400 Hz — 4000 Hz 
. Despeji : y == y = _—_—_---zzzzz->2 s =| 16,3mfs 
4. Despejamos u U fe o 4400 Hz + 4000 Hz 43mfs / 











f 





COMPROBACIÓN Dieciséis metros por segundo es casi el doble de la velocidad a la que una 
persona puede esprintar en condiciones ideales, El resultado parece lógico después de ver las 
imágenes de los tsunamis cuando llegan a la orilla. 


Otro ejemplo cotidiano de efecto Doppler es el radar usado por la policía para 
medir la velocidad de un vehículo. Las ondas electromagnéticas emitidas por el 
transmisor del radar chocan con el vehículo en movimiento. Cuando las ondas se 
reflejan en el coche, este actúa a la vez como receptor y como foco emisor en mo- 
vimiento. La ecuación 15.41la no es válida para ondas electromagnéticas, pues re- 
quieren del uso de la fórmula de efecto Doppler relativista que veremos en el ejem- 
plo 15.14. Si u << c, la ecuación 15.42 es válida para ondas electromagnéticas. 


EU IAAALSA El radar de la policía Inténtelo usted mismo 
La unidad de radar de un coche de policía estacionado emite ondas electromagnéticas de fre- 

cuencia f, que se propagan a la velocidad de la luz, c. Las ondas se reflejan en un coche que se 

mueve a la velocidad u alejándose del coche de policía. Determinar u en función de f, y Af, donde 

Af es la diferencia de frecuencias entre f, y f.*, la frecuencia recibida en el coche de policía. 





PLANTEAMIENTO La onda del radar choca contra el coche con frecuencia f.. Esta frecuen- 
cia es menor que f, porque el coche se mueve alejándose del foco. El desplazamiento de la 
frecuencia viene dado por la ecuación 15.42. El coche actúa entonces como un foco móvil que 
emite ondas de frecuencia f.. El coche policía detecta ondas de frecuencia f.' < f, porque el 
foco (el coche circulando) se aleja del coche de policía. La diferencia de frecuencia es f. — f.. 





SOLUCIÓN 


Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 

Pasos Respuestas 

1. La unidad de radar ha de determinar la velocidad La unidad de radar debe determinar u en función de f, y f'. Tal 
únicamente a partir de lo que emite y de lo que recibe. como está escrita la ecuación 15.42, despejamos u en función de f, 


y de Af=f." —f, 


2. El desplazamiento de la frecuencia Af es igual a la suma Af=Af, +Af, 
del desplazamiento de la frecuencia cuando la onda va 
hacia el vehículo Af, = f. — f, más el desplazamiento de la 


frecuencia cuando la onda vuelve Af, =F' —f.. 
3, Usando la ecuación 15,42, sustituir la diferencia de Af =- >, — =f. = —- =F + f.) 
] P Íy 


a E C 
frecuencias del paso 2. 3 


Af 
4, De nuevo, utilizando 15.42, despejar f, en función de f.. ni sr lo tanto, — f = ( 1= ») f, 


K—— — A > 
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5. Sustituir el resultado del paso 4 en el del paso 3 y Af =- - (2 = 2), 
simplificar. ( C 
6. u/ces despreciable frente a 2. Simplificar el resultado del Af = —- z> f¿  porlotanto,  u= 


paso 5 utilizando este hecho y despejar u, obteniendo una 
expresión en función de f, y de Af. 


COMPROBACIÓN El resultado del paso 6 es el cociente entre dos cantidades con unidades de 
frecuencia y multiplicado por la velocidad de la luz. Lógicamente, el resultado es una velocidad. 


OBSERVACIÓN La diferencia de frecuencias entre dos ondas de frecuencia tan parecida es 
fácil de medir porque las dos ondas interfieren produciendo otra onda cuya amplitud oscila 
con la frecuencia |: a interferencia y la pulsa- 
ción se analizan en el capítulo 16. 








PROBLEMA PRÁCTICO 15.9 Calcular Af si f,= 1,50 X 10% Hz, c = 3,00 x 10 m/s, y 
u = 50,0 m/s. 


El desplazamiento Doppler y la relatividad En el ejemplo 15.12 (y en las ecua- 
ciones 15.39, 15.40 y 15.41) hemos visto que la magnitud del desplazamiento Dop- 
pler de la frecuencia depende de si es la fuente o el receptor lo que se mueve respecto 
al medio. En el caso del sonido, estas situaciones son físicamente diferentes. Por 
ejemplo, si una persona se mueve respecto al aire en reposo, parece notar que el aire 
se desplaza en sentido contrario. En su propio sistema de referencia existe un viento, 
En el caso de las ondas sonoras en el aire, podemos decir si la fuente o el receptor se 
mueven especificando si existe viento en el sistema de referencia de uno o del otro. 
Sin embargo, la luz y otras ondas electromagnéticas se propagan a través del espa- 
cio vacío, en el cual no hay medio alguno. Es decir, no existe “un viento” que nos 
diga si es la fuente o el receptor el que se mueve. De acuerdo con la teoría de la rela- 
tividad de Einstein, el movimiento absoluto no puede detectarse y todos los obser- 
vadores miden la misma velocidad c para la luz, independientemente de su 
movimiento respecto al foco. Así, la ecuación 15.41 no es válida para el desplaza- 
miento Doppler aplicado a la luz. Al calcular el efecto Doppler relativista debemos 
introducir dos modificaciones. En primer lugar, la velocidad de las ondas que se cru- 
zan con un receptor es siempre c, independientemente del estado de movimiento del 
receptor. En segundo lugar, el intervalo de tiempo entre la emisión de dos ondas su- 
cesivas, que es T, = 1/f, en el sistema de referencia de la fuente, es distinto en el sis- 
tema de referencia del receptor cuando éstos se encuentran en movimiento relativo, 
debido a la dilatación relativista del tiempo y la contracción relativista de la longitud 
(ecuaciones R.9 y R.3). (En el capítulo 39, abordaremos el efecto Doppler relativista.) 
El resultado es que la frecuencia percibida depende sólo de la velocidad relativa de 
aproximación o alejamiento u, y está relacionada con la frecuencia emitida por 
chu 


ES y 


Los signos se Mega de modo que dan un desplazamiento hacia una frecuencia 
mayor cuando el foco y el receptor se aproximan, y viceversa. Análogamente, 
cuando uy < c, Af/f, = tu/c, tal como se da en la ecuación 15.42. 





A 15.43 


CcÍÉu 


ONDAS DE CHOQUE 


En nuestra deducción de las expresiones para el desplazamiento Doppler, hemos su- 
puesto que la velocidad u del foco o del receptor es menor que la velocidad de la 
onda v. Si un foco se mueve con una velocidad mayor que la velocidad de propaga- 
ción de la onda, no habrá ondas delante del foco. En realidad, entonces, las ondas se 
concentran detrás del foco y forman lo que se denomina una onda de choque. En el 
caso de las ondas sonoras, por ejemplo, cuando la onda de choque llega al receptor 
se percibe como un estampido. 

La figura 15.28 muestra un foco situado originalmente en el punto P,, que se 
mueve hacia la derecha con velocidad u. Después de un tiempo t, la onda emitida 
desde el punto P, habrá recorrido una distancia vt. El foco habrá recorrido a su vez 








(D) 





(2) Ondas de choque producidas por un avión 
supersónico. (Sandia National Laboratory.) 

(b) Ondas de choque producidas por una bala 
que atraviesa un globo de helio. (Estate of 
Harold E. Edgerton/Palm Press Inc.) 
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O 
FIGURA 15.28 (1) Fuente que se mueve 
con una velocidad u que es mayor que la 
velocidad de onda v. La envolvente de los 
frentes de onda forma un cono con el foco 

en su vértice. (b) Ondas en una cubeta 
experimental producidas por un foco que se 
mueve con una velocidad u > vu. (Educational 
Development Center.) 





una distancia ul y estará en el punto P,. La recta tangente desde esta nueva posi- 
ción del foco al frente de onda emitido cuando estaba en P, forma un ángulo 6, lla- 
mado ángulo de Mach, con el trayecto del foco, dado por 
vt  v 
sena =— == 15.44 
11É 


H 


Así, la onda de choque está confinada en un cono que se estrecha cuando u crece. 
El cociente entre la velocidad del foco u y la velocidad de la onda v se denomina 
número de Mach: 

Número de Mach = — 15.45 


La ecuación 15.44 se puede aplicar también a la radiación electromagnética llamada 
radiación Cerenkov, emitida cuando una partícula cargada se mueve en un medio con 
una velocidad u que es mayor que la velocidad v de la luz en dicho medio. (De acuerdo 
con la teoría especial de la relatividad es imposible que una partícula se mueva con 
mayor rapidez que c, la velocidad de la luz en el vacío. Sin embargo, en un medio como 
el vidrio, los electrones y otras partículas pueden moverse con una velocidad mayor 
que la de la luz en dicho medio.) El resplandor azul que rodea los elementos combus- 
tibles utilizados en los reactores nucleares es un ejemplo de radiación Cerenkov. 


AUREA El estampido sónico Inténtelo usted mismo 





Un avión supersónico se encuentra sobre un punto P volando hacia el este a una 
altura de 15 km. El estampido sónico se oye en el punto P cuando el avión está 
a 22 km al este de dicho punto. ¿Cuál es la velocidad del avión supersónico? 


PLANTEAMIENTO La velocidad del avión está relacionada con el seno del án- 
gulo de Mach (ecuación 15.2). Dibujar un esquema que ayude a determinar el 
seno del ángulo de Mach. 


SOLUCIÓN 
Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo. 


Pasos Respuestas 





1. Hacer un esquema de la posición del avión (figura 15.29) 


tanto en la posición donde se generó el sonido como en la FIGURA 15.29 El sonido se desplaza una distancia 
posición que ocupa cuando el estampido se oye en el punto v At durante el tiempo At en que el avión se desplaza una 
P. Señalar, en el esquema, la distancia que se desplaza la distancia u ÁR 


onda sonora t' Áf y la distancia que se mueve el avión u Af. 
15 km 





2. A partir del esquema anterior y de la ecuación 15.44, calcularu. — tg0 = es decir, —0= 3437 


DÁAt vu ; e cl 
send = ay Y Osa: dr 609 m/s = | 610 m/s 


COMPROBACIÓN La velocidad del sonido es de 343 m/s; por tanto, 610 m/s resulta razo- 
nable para una velocidad supersónica. 
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Temas de actualidad en Fisica 





Ciudades con pies de barro 


El 18 de abril de 1906 la ciudad de San Francisco sufrió el efecto devasta- 
dor de un potente terremoto. Todos los edificios de la parte más baja de la 
ciudad se desmoronaron. Esos edificios se habían construido sobre una 
base de sedimentos no consolidados (gravilla, arena y arcilla). En algunos 
casos, varias plantas se hundieron bajo tierra conforme se agitaban esos 
sedimentos anegados debido al terremoto. Los edificios construidos sobre 
terrenos rocosos como Nob Hill y Russian Hill se salvaron de la catástrofe. 

Las ciudades localizadas sobre sedimentos no consolidados y cerca de 
erandes fallas son más vulnerables a los daños que ocasionan los terremo- 
tos. Si además están parcialmente rodeadas de montañas o colinas rocosas, 
el peligro aumenta. Ejemplos de ciudades vulnerables son Seattle,'* Estam- 
bul,? Roma,* Los Ángeles,? San Francisco” y Taipei.” 

Los sedimentos no consolidados suponen un riesgo mayor que los roco- 
sos, a causa de la vibración que producen los terremotos. Cuando se pro- Los daños sufridos por los edificios construidos sobre 
duce un terremoto, parte de la energía del terremoto se emite en forma de — sedimentos arenosos o anegados de agua son mucho 
ondas sísmicas. Esas ondas hacen vibrar el terreno a lo largo de un amplio Mayores que los sufridos por los edificios construidos sobre 
rango de frecuencias. En rocas sólidas, sin embargo, las ondas vibran pero cas. (Roger Ressmeyer/ CORBIS) 
tienen una amplitud mucho menor.* Cuanto más suelto es el sedimento menor será la velocidad de la onda sísmica, pero mayor 
será su amplitud. Las ondas vibran más lentamente en la gravilla, pero tienen mayor amplitud. En sedimentos con gran conte- 
nido de agua, las ondas todavía se mueven más lentamente, pero sus amplitudes son mucho mayores. Si se le da un golpe agudo 
a una taza de gelatina, se puede oír el sonido del golpe. Si la taza es de metal o vidrio, el sonido tendrá una frecuencia de cien- 
tos de hertzs. Sin embargo, la gelatina atenúa y dispersa las altas frecuencias, y su frecuencia de resonancia es baja. El mismo 
principio se aplica a la vulnerabilidad de las ciudades a los terremotos.” 

Desafortunadamente, las frecuencias de resonancia de la mayoría de los edificios son muy parecidas a las frecuencias de 
resonancia de las ondas sísmicas en sedimentos arenosos.** Por tanto, las ondas sísmicas no sólo vibran con mayor amplitud 
en sedimentos arenosos sino que además la amplitud de las vibraciones aumentará también debido a la resonancia con las fre- 
cuencias de los edificios. Este problema fue abordado en profundidad en el informe del estudio que se hizo del terremoto de 
San Francisco de 1906.1! Los edificios que estaban construidos sobre sedimentos arenosos sufrieron muchos más daños que los 
que lo estaban sobre sedimentos más firmes. 

Esta situación es incluso peor si los sedimentos sobre los que descansan las ciudades están rodeados de zonas de rocas 
duras. Allí, los terremotos entran en resonancia con las cuencas de los sedimentos aumentando enormemente su amplitud. 
Eso es lo que ocurrió en 1906 con la ciudad de Santa Rosa que estaba bastante más alejada del epicentro y sufrió más daños 
que otras ciudades que estaban más cerca del epicentro. Santa Rosa está construida sobre una cuenca de sedimentos rodeada 
de rocas.!? Los sedimentos de esta cuenca vibran con grandes amplitudes debido a la resonancia de la cuenca y causan gran- 
des daños. Normalmente, estos daños se producen a causa de la aceleración horizontal generada por las ondas sísmicas. Antes 
de la normativa de seguridad sobre terremotos de 1970, los edificios no se construían para que soportasen fuerzas horizonta- 
les. En la mayoría de las ciudades, más de la mitad de los edificios no cumplen la normativa de seguridad de terremotos, 

Los geofísicos utilizan modelos de estas cuencas y de sus sedimentos para predecir áreas susceptibles de sufrir daños im- 
portantes producidos por terremotos.!* Esas predicciones se utilizan para mejorar las normativas de seguridad de construc- 
ción de puentes,!* rompeolas!” y edificios.'* La próxima vez que agite una taza de gelatina, acuérdese de las cuencas de 
sedimentos y de los daños producidos por los terremotos. 








! Chang, 5, et al, “Expected Ground Failure.” Paper presented at the Seattle Fault Earthquake Scenario Conference, 2005. Seattle: Earthquake Engineering Research Institute. 

http:/ /seattlescenario.eeri.org f presentations 'Ch7202%20Ground%20Failure+20-%20Chang.pdf 

Pierepiekarz, M. et al., “Buildings.” Paper presented at the Seattle Fault Earthquake Scenario Conference, 2005. Seattle: Earthquake Engineering Research Institute. http: / 'seattles- 

cenario.eeri.org / presentations /Ch%205%20Buildings/+20-%20Pierepiekarz.pdf 

3 Erdik, M. Earthquake Vulnerability of Buildings and a Mitigation Strategy: Case of Istanbul. World Bank. http: / /info.worldbank.org / etools/ docs library /114715 /istanbul03 docs is- 
tanbul03 'O6erdik3-n45B1%5D.pdf as of June 2006. 

+ Perkins, 5. “Rome at Risk: Seismic Shaking Could Be Long and Destructive.” Science Neios, Feb, 25, 2006, 115. 

5 Perkins, S., “Portrait of Destruction.” Science Netos, May 21, 2005, 325. 

6 Zoback, M. L., “The 1906 Earthquake—Lessons Learned, Lessons Forgotten, and Future Directions.” Paper presented at the American Geophysical Union Meeting, San Francisco, 
Dec. 5-9, 2005. http: /www.ucmp.berkeley.edu museum events shortcourse2006/zoback/ 

7. Altenburger, E., “Earthquake Hazards in Taiwan—The September 1999 Chichi Earthquake.” FOCLIS on Geography, Winter 2004, 18. 

8 O'Comnell, D. R.H,, “Replications of Apparent Nonlinear Seismic Response with Linear Wave Propagation Models.” Science, Mar. 26, 1999, Vol. 283, No. 5410, p. 2045-2030, 

? Page, R.A., Blume, J. Á., and Joyner, W. B., “Earthquake Shaking and Damage to Buildings.” Science, Aug. 22, 1975, Vol. 189,, No, 4203, p. 601-608, 

10 Seed, H. B., etal., “Soil Conditions and Building, Damage in 1967 Caracas Earthquake.” Jousnal of Sol Mechameos Division of American Society of Civil Engineers, 1972, Vol, 98, No. 8, 787-806, 

1 Lawson, A., et al, Report of the State Entihiquake Investigation Contmissión, 1908. Washington, DC; Carnegie Institution. 

12 Sloan, D., “Portrait of a Tectonic Landscape.” Bay Nature, Spring 2006, Vol. 6, No. 2, 24-27, 

13 United States Geological Survey, "1906 Ground Motion Simulations.” Earthquake Hazards Program. http: / /earthquake.usgs.gov regional 'nca /1906 fsimulationsf, as of June 2006. 

4 Treyger, S., Jones, M., and Orsolini, G., “Suspending the Big One.” Roads and Bridges, May 2004, 22-25. 

15 Banijamali, B., “Rubble Mounds Feel the Rumble.” Dredging and Port Construction, June 2005, 3541, 

16 Gonchar, J., “One Project, but Many Seismic Solutions.” Architectural Record, May 2006, 167-174. 
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TEMA 


1. Ondas transversales y longitudinales 


2. Velocidad de las ondas 


Ondas sobre una cuerda 


__mvv mm 


Ondas sonoras 


Ondas sonoras en un gas 


Ondas electromagnéticas 


* 3. Ecuación de ondas 





4. Ondas armónicas 


Función de onda 


Número de onda 


Frecuencia angular 


Velocidad 
Energía 


Potencia de las ondas sobre una cuerda 


Ondas armónicas sonoras 


Amplitudes 


Densidad de energía 


1. En el movimiento ondulatorio, la energía y el momento lineal se desplazan de un punto a 
otro del espacio sin transportar materia. 


2. La relación v = fA es válida para todas las ondas armónicas. 


OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 





En las ondas transversales, como las ondas en una cuerda, la perturbación es perpendicular 
a la dirección de propagación. En las ondas longitudinales, como las sonoras, la perturbación 
tiene la dirección de la propagación. 


La velocidad de una onda v depende de la densidad y de las propiedades elásticas del 
medio. Es independiente del movimiento de la fuente de las ondas. 


v= VE. 15,3 
v= VB/p 15.4 
v= VyRT/M 155 
donde T es la temperatura absoluta, 
E= 5 +23315 15.6 





Res la constante universal de los gases, 
R = 8,314 J/(mol « K) 15.7 
M es la masa molar del gas, que para el aire es 29 X 10? kg mol, y y es una constante que 
depende del tipo de gas. Para un gas diatómico como el aire, y = 1,4. Para un gas monoató- 
mico como el helio, y = 1,67. 
La velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacío es una constante universal. 
ce = 3,00 x 105 m/s 


y 10 


dai. ear 


15.105 


y(x,) = A seníkx = ot) 15.15 


donde A es la amplitud, k el número de onda y w la frecuencia angular. Se usa el signo — 
cuando la onda se mueve en la dirección positiva de x, y el signo + cuando la onda se mueve 
en la dirección negativa de x. 





277 
k = 15.14 
a 5 
2TT 
w=2Tf= =— 15.17 
v=fiA=w/k 15.12, 15.16 
La energía de una onda armónica es proporcional al cuadrado de la amplitud. 
P_=3uve A? 15.22 


Las ondas sonoras pueden considerarse, o bien ondas de desplazamiento, o bien ondas de 
presión. En una onda sonora armónica, la amplitud de presión y el desplazamiento están 
desfasados 90”, El oído humano es sensible a ondas sonoras de frecuencia comprendida en 
el intervalo de 20 Hz a 20 kHz, aproximadamente. 
La amplitud de presión está relacionada con la amplitud de desplazamiento por 

Po —e puts, 15.26 


donde p es la densidad del medio. 





(AB). 1 
n= AV pe 15.28 
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TEMA 


Movimiento ondulatorio 


OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES 





6. Intensidad 


Intensidad de energía media / 
de una onda sonora 


"Nivel de intensidad (sonoridad), $ en dB 


7. Reflexión y refracción 


8. Difracción 


Aproximación de rayos 


9, Efecto Doppler 


Foco móvil 


Receptor móvil 


Foco y/o receptor móvil 


Pequeñas velocidades de foco o receptor 


Desplazamiento Doppler relativista 


10. Ondas de choque 


Ángulo de Mach 


Número de Mach 


La intensidad de una onda es la potencia media por unidad de área. 


fat 15.29 
E A 
] =xy,0= A pu?siv = z ps 15:32 
2 2 PU 
Los niveles de intensidad de los sonidos se miden en una escala logarítmica. 
| 1 
B = (10 dB) log y 15.33 
D 


donde 1, = 107% W/m” es, aproximadamente, el umbral de audición. 


Cuando una onda incide sobre una superficie límite que separa dos regiones de diferente ve- 
locidad de onda, una parte de la onda se refleja y otra parte se transmite. 
Los coeficientes de reflexión y transmisión son 

0, — 0, 20, 


Pp= => y == 5 15.35 
D, + 0, a DU, 5 D, 











Si un frente de onda se ve parcialmente obstruido por un obstáculo, en la región posterior 
del obstáculo la parte no obstruida del frente se difracta (se curva). 


Si un frente de onda se ve parcialmente obstruido por un obstáculo, casi toda la difracción 
se da en aquella zona del frente de onda que pasa a una distancia de pocas longitudes de 
onda del borde. En aquellas zonas del frente que pasan más lejos del borde, la difracción es 
despreciable y la onda se propaga en líneas rectas en la dirección de los rayos incidentes. 


Cuando un foco y un receptor del sonido están en movimiento relativo, la frecuencia reci- 
bida f. es mayor que la frecuencia del foco f, si su separación disminuye y menor si su sepa- 
ración aumenta. 














DER 
ys 15.384] 
f o 
DEA, 
> 15.40[3] 
UIAMU F t. 
t + T E : 
= O n= 15,41[3 
f. Di mb DEM PE 15] 


Elegir los signos que conducen a un aumento del desplazamiento de la frecuencia si se apro- 
xima el foco o el receptor, y viceversa. 








Af 7 
7 =i=  (u<=v), donde 1,=84,¿+u, 15.42(3] 
0; te a 

HEEE 
o = 3 15.43 
hs NE 


Elegir los signos que conducen a un aumento del desplazamiento de la frecuencia si se apro- 
xima el foco o el receptor, y viceversa. 


Cuando la velocidad del foco es mayor que la velocidad de la onda, las ondas de detrás del 
foco están confinadas en un cono de ángulo € dado por 


7] 


L 
send = — 
1 


15,44 


15,45 


Número de Mach = — 








Respuestas a las comprobaciones 
conceptuales 


15.1 David se sentirá frustrado. El doble de potencia acús- 
tica producirá el doble de intensidad a una determi- 
nada distancia de la radio, pero no el doble de nivel de 
intensidad, 


Respuestas a los problemas prácticos 











TON ¡ke - m/s? 
del AT a = = Vm?/s? = m/s 
Y kg/m Y kg/m 
15.2 1,01 km/s 
Py Py Uy  , dy 
pen q e = wa, donde $ = kx + ot. 
a aaa ag ne Bo 
(e 
Entonces, k* = += w = ko 
ie 
15.4 26 W 
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155 A = 17 m cuando 20 Hz, 17 mm cuando 20000 Hz 
156 (a)A,=+]Ay A = 14003 =>, 
pe 
(c) EE = 1/9 y PIE, 8/9 
1? 242 1 4 
5,7 l=l|-=| | +2|-]| ==+2-=1 
Es) +25) =5+2 
15.8 (a) A= 0,5 m, (b) f. = 680 Hz 
15.9 Af =-500 Hz 
Problemas 





En los datos numéricos sin coma decimal se deben 
considerar significativos todos los digitos, incluidos los 
ceros a la derecha del último diferente de cero. 

Suponer que la velocidad del sonido es en aire es de 

343 m/s cuando no se indique lo contrario. 

El nivel de intensidad sonora para el umbral de audición se 
toma como 107*? W/m? por convenio. 


PROBLEMAS CONCEPTUALES 





1 * Una cuerda cuelga verticalmente del techo. Cuando las 
ondas se mueven de abajo hacia arriba por la cuerda, ¿lo hacen más rá- 
pidamente, más lentamente o a la misma velocidad que las ondas que 
se mueven de arriba hacia abajo? Razonar la respuesta. "app 


2 e Alolargo de una cuerda tensa viaja un pulso hacia la dere- 
cha. Si la densidad de masa por unidad de longitud de la cuerda dismi- 
nuye hacia la derecha, ¿qué le sucede a la velocidad del pulso conforme 
viaja hacia la derecha? (1) Va disminuyendo. (b) Aumenta. (c) Su veloci- 
dad se mantiene constante. (4) No se puede saber con tan pocos datos. 


3 * Un tren de ondas atraviesa un punto de observación. En este 
punto, el tiempo entre crestas sucesivas es 0,2 s. ¿Cuál de las siguientes 
afirmaciones es verdadera? (2) La longitud de onda es 5 m. (b) La fre- 
cuencia es 5 Hz. (c) La velocidad de propagación es 5 m/s. (d) La longi- 
tud de onda es 0,2 m. (e) No hay suficiente información para justificar 
las afirmaciones anteriores. 


4 * Dos ondas armónicas sobre idénticas cuerdas difieren sólo 
en amplitud. La amplitud de la onda A es el doble que la amplitud de 
la onda B. ¿Cómo están relacionadas sus energías? (4) E, = Ez. (b) E, = 
2Es. (c) E, = 4E,. (d) No se puede saber con tan pocos datos. 


5 * Verdadero o falso: el ritmo al que se transporta la energía de 
una onda armónica es proporcional al cuadrado de la amplitud de la onda. 


6 * Los instrumentos musicales producen sonidos de muy va- 
riadas frecuencias. ¿Qué ondas sonoras tienen las longitudes de onda 
más grandes? (1) Las que tienen frecuencias más bajas. (b) Las que tie- 
nen frecuencias más altas. (c) Todas la frecuencias tienen la misma lon- 
gitud de onda. (4) No se puede saber con tan pocos datos. 


* — Concepto simple, un solo paso, relativamente fácil 


ee Nivel intermedio, puede exigir síntesis de conceptos 
...  Desafiante, para alumnos avanzados 
57 La solución se encuentra en el Manual de soluciones 


Los problemas consecutivos que están sombreados son 


problemas relacionados. 


7 * Enproblema 6, ¿qué ondas sonoras se propagan a mayor ve- 
locidad? (1) Las que tienen frecuencias más bajas. (b) Las que tienen fre- 
cuencias más altas. (c) Todas la frecuencias tienen la misma longitud de 
onda. (4) No se puede saber con tan pocos datos. 

8 * El sonido se propaga a 343 m/s en el aire y a 1500 m/s en el 
agua. Un sonido de frecuencia 256 Hz se produce bajo el agua, pero el 
sonido se escucha mientras se camina alrededor de la piscina. En el aire, 
la frecuencia será (a) la misma, pero la longitud de onda será más corta, 
(b) más elevada, pero la longitud de onda del sonido será la misma, (c) 
más baja, pero la longitud de onda del sonido será más larga, (4) más 
baja, y la longitud de onda del sonido será más corta, (e) la misma, y la 
longitud de onda del sonido también será la misma. 


9 * Durante una patrulla, el acorazado Rodger Young choca con 
una mina, empieza a arder y acaba explotando. El marinero Abel salta 
al agua por la borda y comienza a nadar intentando escapar del barco 
mientras que el marinero Baker consigue subir a una balsa salvavidas. 
Cuando, pasado el episodio, Abel y Baker comparan sus experiencias, 
Abel dice “Yo nadaba bajo el agua y oí una gran explosión procedente 
del navío. Cuando salí a la superficie oí una segunda explosión. ¿Qué 
crees que pudo ser?”. Baker responde, “Yo creo que fue tu imaginación, 
ya que yo oí únicamente una explosión”. Explicar por qué Baker oyó 
sólo una explosión mientras que Abel oyó dos. 

10 * Verdadero o falso: un sonido de 60 dB tiene una intensidad 
doble a la de un sonido de 30 dB. 


11 * En un punto dado, dos ondas sonoras armónicas tienen 
la misma amplitud, pero la frecuencia de la onda A es el doble de la 
frecuencia de la onda B. ¿Cómo están relacionadas sus densidades 
de energías medias? (1) La densidad de energía media de la onda A 
es el doble de la densidad de energía media de la onda B, (b) La den- 
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sidad de energía media de la onda Á es 4 veces la densidad de ener- 
gía media de la onda B. (c) La densidad de energía media de la onda 
A es 16 veces la densidad de energía media de la onda B. (4) No se 
puede saber con tan pocos datos. 'S3ÍP 


12 * En un punto dado, dos ondas sonoras armónicas tienen 
la misma frecuencia, pero la amplitud de la onda A es el doble de la 
amplitud de la onda B. ¿Cómo están relacionadas sus densidades de 
energías medias? (a) La densidad de energía media de la onda Á es 
el doble de la densidad de energía media de la onda B. (b) La densi- 
dad de energía media de la onda A es 4 veces la densidad de ener- 
gía media de la onda B. (c) La densidad de energía media de la onda 
A es 16 veces la densidad de energía media de la onda B. (4) No se 
puede saber con tan pocos datos. 


13 * ¿Cuál es el cociente entre la intensidad de una conversación 
normal y la intensidad de un susurro suave (a una distancia de 5 m)? 
(a) 10%. (b) 2. (c) 1079, (4) 1/2. (Ayuda: ver tabla 15.1.) 

14 * ¿Cuál es el cociente entre los niveles de intensidad de una 
conversación normal y de un susurro suave (a una distancia de 5 m)? 
(a) 109, (b) 2. (c) 1073, (4) 1/2. (Ayuda: ver tabla 15.1.) 

15 * Para aumentar el nivel de intensidad del sonido en 20 dB se re- 
quiere que la intensidad aumente en un factor (4) 10, (b) 100, (c) 1000, (4) 2. 


16 * La distancia que debe haber entre dos posiciones, para que 
disminuya el nivel de intensidad emitida por una fuente sonora en 
20 dB, es tal que ha de aumentar en un factor (a) 10, (b) 100, (c) 1000, 
(4) no se puede saber con tan pocos datos. 


17 *  Elextremo de un hilo delgado pero resistente se une al extremo 
de una cuerda más gruesa. El otro extremo del hilo está sujeto a un poste 
macizo y una persona tira del otro extremo de la cuerda a fin de tensarla. 
Se envía un pulso desde el extremo de la cuerda densa. Verdadero o falso: 


(a) El pulso que se refleja en la unión entre el hilo y la cuerda queda in- 
vertido. 

(b) El pulso que se transmite a través de la unión entre el hilo y la 
cuerda permanece en el mismo sentido. 

(c) El pulso que se transmite a través de la unión entre el hilo y la cuer- 
da y tiene una amplitud menor que la del pulso reflejado. 

18 * La luz que viaja por el aire impacta sobre la superficie de un vi- 

drio inclinada 45" con respecto a la dirección incidente. Verdadero o falso: 

(a) El ángulo que forman los rayos incidente y reflejado es de 90". 

(b) El ángulo que forman los rayos incidente y refractado es inferior a 90". 


19 * Las ondas sonoras que se propagan a través del aire inci- 
den sobre la puerta de un aula de 1 m de anchura. Debido a los efec- 
tos de la difracción, ¿de qué frecuencia deberá ser el sonido para que 
sea difícilmente audible por todos los estudiantes que llenan el aula? 
(a) 600 Hz. (b) 300 Hz. (c) 100 Hz. (4) Todos los sonidos son igualmente 
audibles dentro del aula. (e) La difracción depende de la longitud de 
onda, no de la frecuencia, de forma que no se puede saber con lo datos 
aportados. '"534P 


20 * La radiación de microondas de un horno microondas mo- 
derno tiene una longitud de onda del orden de centímetros. ¿Se espe- 
raría una difracción significativa si esta radiación saliera por una 
puerta de 1 m de ancho? 


21 ** Frecuentemente, las estrellas se observan en pares que giran al- 
rededor de su centro de masas común. Si una de las estrellas es un agujero 
negro, es invisible. Explicar cómo la existencia de este agujero negro 
puede deducirse de la luz observada de la otra estrella visible. "SewP 


22 ** El pulso de onda en la cuerda, para un tiempo t = 0, indi- 
cado en la figura 15.30, se mueve hacia la derecha. (2) En este instante 
particular, ¿qué segmentos de la cuerda se están moviendo hacia arriba? 
(b) ¿Cuáles se están moviendo hacia abajo? (c) ¿Existe algún segmento 
de la cuerda que está en el pulso que esté instantáneamente en reposo? 
Responder a estas cuestiones haciendo un esquema del pulso en un ins- 
tante ligeramente posterior y ligeramente anterior para ver cómo se 
mueven los segmentos de la cuerda. 


—— V=2cmfé8s 
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FIGURA 15.30 Problemas 22 y 23 
23 e* Hacer un esquema de la velocidad de cada segmento de 


cuerda en función de la posición en el caso del pulso indicado en la fi- 
gura 15.30. 


24 e* Un objeto de masa mm cuelga de una cuerda fina unida al 
techo. Se hace vibrar la cuerda de forma que se genera un pulso de onda 
que viaja hacia el techo y vuelve. Comparar el tiempo que tardaría el 
pulso en ir y volver con el tiempo que tardaría el pulso si la masa que 
cuelga es 9. Suponer que el resto de condiciones se mantienen igual en 
los dos casos y que la cuerda no se alarga. 


25 e* La velocidad del sonido en el agua es mayor que en el aire. 
Un helicóptero que vuela tal como se muestra en la figura 15.31 registra 
la explosión de una carga de profundidad bajo la superficie del agua. 
¿Por cuál de los tres caminos del esquema, A, B, o €, el sonido llegará 
en menos tiempo? 


Helicóptero 





FIGURA 15.31 Problema 25 


26 ee La velocidad de un Mach 2 a una altitud de 18000 m ¿es la 
misma que un Mach 2 a nivel del mar? Explicarlo con detalle. 


ESTIMACIONES Y APROXIMACIONES 





27 .«*e Hace muchos años, 
las carreras de 100 m empezaban 
con el sonido del pistoletazo de 
salida, con la persona que da la 
salida situada a varios metros 
respecto a los corredores justo en 
el borde interno de la pista. 
Estimar la ventaja de tiempo que 
consigue el corredor que está si- 
tuado en el carril más interno res- 
pecto del octavo corredor que 
está en el carril más externo su- 
poniendo que todos los corredo- 
res salen justo en el momento que 
oyen el disparo. 





FIGURA 15.32 Problema 28 
(Estate of Harold E. Edgerton/Palm 
Press Inc.) 


28 es Estimar la velocidad 
de la bala cuando pasa por el 


globo de helio de la figura 15.32. 





29 ** Los edificios de una residencia de estudiantes están distribui- 
dos en forma semicircular. Para calcular la velocidad del sonido, un ave- 
zado estudiante de física se sitúa en el centro del semicírculo, a 30 pasos 
dobles de los edificios y aplaude ríitmicamente de modo que la frecuencia, 
de 2,5 aplausos por segundo, es tal que el eco de un aplauso llega a la vez 
que el estudiante produce el siguiente. Suponiendo que la distancia de un 
paso doble es la misma que su altura (180 cm), estimar la velocidad del so- 
nido en el aire. ¿Cuánto difiere el resultado obtenido del valor conocido? 


WELOCIDAD DE ONDAS 





30 * (a) El módulo de compresibilidad del agua es 2,0 x 10? 
N /m*. Utilizar este valor para hallar la velocidad del sonido en el agua. 
(b) La velocidad del sonido en mercurio es 1410 m/s. ¿Cuál es el mó- 
dulo de compresibilidad del mercurio (p = 13,6 X 10 kg /m?)? 


31 * Calcular la velocidad de las ondas sonoras en el gas hidró- 
geno a T = 300 K. (Tomar M = 2 g mol y y = 1,4.) 


32 * Un hilo de acero de 7 m de largo tiene una masa de 100 g. Si 
está sometido a una tensión de 900 N, ¿cuál es la velocidad de un pulso 
de onda transversal en este hilo? 


33 es (2) Calcular la derivada de la velocidad de una onda en una 
cuerda con respecto a la tensión do/dF, y demostrar que las diferen- 
ciales du y dE, obedecen a la expresión do/v = 3dF,/ E. (b) Una onda 
se mueve con una velocidad de 300 m/s en un alambre que está so- 
metido a una tensión de 500 N. Utilizando dF,, para aproximar la va- 
riación de tensión, hallar en qué cantidad debe variarse la tensión para 
aumentar la velocidad a 312 mfs. (c) Calcular AF, de forma exacta y 
compararla con la aproximación del resultado del apartado (b). 
Suponer que la cuerda no se alarga cuando se aplica la tensión. 28m 


34 e* (2) Calcular la derivada de la velocidad del sonido res- 
pecto a la temperatura absoluta y demostrar que las diferenciales du 
y dT obedecen a la expresión do/v = 3 dT/T. (b) Utilizar esta expre- 
sión para calcular la variación porcentual de la velocidad del sonido 
cuando la temperatura se modifica de O a 27 "C, (c) Si la velocidad 
del sonido es 331 m/s a 0*C, ¿cuál es (aproximadamente) a 27 *C? 
¿Cómo es el resultado obtenido mediante esta aproximación com- 
parado con el que se obtiene mediante un cálculo exacto? 
(4d) Comparar este resultado con el resultado del cálculo exacto. 


35 "*e* En este problema se ha de obtener una fórmula práctica 
para determinar la velocidad del sonido en el aire a una temperatura 
f en grados Celsius. Comenzamos escribiendo la temperatura como 
T =T, + AT, donde T, = 273 K corresponde a0”*C y AT = £, a la tem- 
peratura Celsius. La velocidad del sonido es una función de T, e(T). 
Con una aproximación de primer orden, podemos escribir 
LI) =uT,) + (do/d TD), AT, donde (do/dT),, es la derivada calculada 
para T = 7, Calcular esta derivada y demostrar que su resultado lleva a 
v = (331 m/s)(1 + (1/2T,)) = (331 + 0,606t) m/s. 


LA ECUACIÓN DE ONDA 





36 * Demostrar explícitamente que las siguientes funciones satis- 
facen la ecuación de onda: (a) y(x, t) = kx + veP, (b) y(x, 1) = Agilt—vt) 
donde A y k son constantes e ¡ = v—1, y (0) y(x, E) = In[k(x — vt)). 

37 * Demostrar que la función y = A sen (kx) cos (et) satisface la 
ecuación de onda. 


ONDAS ARMÓNICAS EN UNA 
CUERDA 





38 2 Uno de los extremos de una cuerda de 6 m de largo se mueve 
hacia arriba y abajo con un movimiento armónico simple de frecuencia 
60 Hz. Las ondas alcanzan el otro extremo de la cuerda en 0,5 s. Hallar 
la longitud de onda de las ondas en la cuerda. 
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39 * Una onda armónica en una cuerda con una densidad de 
masa de 0,05 kg/m y una tensión de 80 N tiene una amplitud de 
5 cm. Cada sección de la cuerda se mueve con movimiento armónico 
simple a una frecuencia de 10 Hz. Hallar la potencia propagada a lo 
largo de la cuerda. "E84p 


40 * Una cuerda de 2 m de largo tiene una masa de 0,1 kg. La 
tensión es 60 N. Una fuente de potencia en uno de sus extremos envía 
por la cuerda una onda armónica con una amplitud de 1 cm. La onda 
sale por el otro extremo sin ninguna reflexión. ¿Cuál es la frecuencia 
de la fuente de potencia si la potencia transmitida es 100 W? 


41 e* La función de onda para una onda armónica en una cuerda 
es y(x, t) = (0,001 m) sen (62,8 m”!x + 314 s”! £). (a) ¿En qué sentido se 
desplaza esta onda y cuál es su velocidad? (b) Hallar la longitud de 
onda, la frecuencia y el periodo de la misma. (c) ¿Cuál es la velocidad 
máxima de un segmento cualquiera de la cuerda? 


42 +* Una onda armónica con una frecuencia de 80 Hz y una am- 
plitud de 0,025 m se propaga hacia la derecha a lo largo de una cuerda 
con una velocidad de 12 mfs. (1) Escribir una expresión que sea ade- 
cuada para su función de onda. (b) Determinar la velocidad máxima de 
un punto de la cuerda. (c) Determinar la aceleración máxima de un 
punto de la cuerda. 


43 e* Alo largo de una cuerda que tiene 20 m de largo, una masa 
de 0,12 kg y una tensión de 50 N se mueven ondas de frecuencia 200 Hz 
y amplitud 1,2 cm. (2) ¿Cuál es la energía total media de las ondas en la 
cuerda? (b) Hallar la potencia transmitida que pasa por un punto deter- 
minado de la cuerda. 


44 ** En una cuerda real, una onda pierde cierta energía cuando se 
propaga a lo largo de ella, Tal situación puede describirse por una fun- 
ción de onda cuya amplitud A(x) depende de x: y = A(x) sen(kx — ut), 
donde A(x) = A,e”*. ¿Cuál es la potencia transportada por la onda en 
el punto x, donde x > 0? 


45 es Selhia transmitido una determinada potencia a lo largo de un 
alambre tenso mediante ondas armónicas transversales. La velocidad 
de la onda es de 10 m/s y la densidad lineal de masa del alambre es 0,01 
kg'm. La fuente de potencia oscila con una amplitud de 0,50 mm. 
(1) ¿Qué potencia media se transmite a lo largo del alambre si la fre- 
cuencia es de 400 Hz? (b) La potencia transmitida puede aumentarse in- 
crementando la tensión en el alambre, la frecuencia de la fuente o la 
amplitud de las ondas. Si sólo se varía una de estas magnitudes, ¿cómo 
habría de modificarse cada una de ellas con objeto de producir un au- 
mento de potencia en un factor de 100? spp 


46  *"** Dos cuerdas largas están unidas en el punto x = 0. En la re- 
gión x < 0, la velocidad de propagación de la onda es v,, mientras que 
en la región x > 0, la velocidad es v,. Desde la izquierda (x < 0) incide 
una onda sinusoidal, de tal forma que parte de la onda se refleja y parte 
se transmite. Si x < 0, el desplazamiento de la onda se describe mediante 
y(x, t) =A sen(k,x — wt) + Bsen(k,x + mt), y six>0, y(x, t) = C sen(k,x 
—wt), donde w/k, =0, y w/ k, = 0, (a) Si suponemos que tanto la fun- 
ción de onda y como su primera derivada espacial dy / dx han de ser con- 
tinuas en x = 0, demostrar que C/A = 2/(1 + 0,/0,), y que B/A = (1 — 
0,/0,)/(1 + 0,10,). (b) Probar que B* + (0, /v,)0? = A?. 


ONDAS SONORAS ARMÓNICAS 





47 + Una onda sonora en aire produce una variación de presión 
dada por plx, t) = 0,75 cos| $ lx — 343t) |, donde p se expresa en pascales, 
x en metros y len segundos. ¿Cuál es (4) la amplitud de la presión, (b) la 
longitud de onda, (c) la frecuencia y (4) la velocidad de la onda? 


48 e (a) La nota Do central de la escala musical tiene una frecuencia 
de 262 Hz. ¿Cuál es la longitud de onda de esta nota en el aire? (b) La fre- 
cuencia de la nota Do sostenido, una octava por encima del Do central, es 
el doble que la de esta última. ¿Cuál es la longitud de onda de esta nota en 
el aire? 


= 
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49 e La densidad del aire es de 1,29 kg/m. (1) ¿Cuál es la am- 
plitud del desplazamiento correspondiente a una onda sonora de fre- 
cuencia 100 Hz y amplitud de presión 10* atm? (b) La amplitud del 
desplazamiento correspondiente a una onda sonora de frecuencia 
300 Hz es 107 m. ¿Cuál es la amplitud de presión de esta onda? "s84P 


50 e La densidad del aire es de 1,29 kg/m? (1) Determinar la 
amplitud de desplazamiento correspondiente a una onda sonora de 
frecuencia 500 Hz cuando la amplitud de presión corresponde al 
umbral del dolor de 29 Pa. (b) Hallar la amplitud de desplazamiento 
para una onda sonora con la misma amplitud de presión pero con 
una frecuencia de 1 kHz. 


51 * Una onda de un sonido intenso típico con una frecuencia de 
1 kHz tiene una amplitud de presión de 10* atm, aproximadamente. 
(a) Cuando + = 0, la presión es máxima en un cierto punto x,. ¿Cuál es 
el desplazamiento en dicho punto en £ = 0? (b) ¿Cuál es el valor máximo 
del desplazamiento en un instante y posición cualquiera? 


52 e Una octava representa un cambio en la frecuencia en un fac- 
tor dos. ¿Cuántas octavas puede oír una persona normal? 


53 es APLICACIÓN BIOLÓGICA La ballenas se comunican mediante 
la emisión de sonidos que transmiten a través del agua. Una ballena emite 
un sonido de 50 Hz. La velocidad del sonido en el agua es de 1500 mfs. 
(a) ¿Cuánto tiempo tarda el sonido en recorrer 1,2 km? (b) ¿Cuál es la lon- 
gitud de onda de este sonido en el agua? (c) 5i la ballena está cerca de la 
superficie, parte de la energía sonora se refracta al aire. ¿Cuál sería la fre- 
cuencia y la longitud de onda del sonido en el aire? 


ONDAS EN TRES DIMENSIONES: 
INTENSIDAD 





5d e Un foco esférico radia el sonido uniformemente en todas direc- 
ciones. A una distancia de 10 m, el nivel de intensidad del sonido es de 10* 
W /m?. (a) ¿A qué distancia del foco el nivel de intensidad es de 107* W /m*? 
(b) ¿Qué potencia está radiando dicho foco? 


55 + APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Un altavoz de un concierto 
de rock genera 10? W/m?a 20 m a una frecuencia de 1 kHz. Suponiendo 
que el altavoz extiende su energía uniformemente en tres dimensiones, 
(a) ¿cuál es la potencia total acústica emitida por el altavoz? (b) ¿A qué 
distancia la intensidad del sonido se encontrará en el umbral del dolor de 
1 W/m? (e) ¿Cuál es la intensidad a 30m? R3pP 


56 ese Cuando se lanza un alfiler de 0,1 g de masa desde una altura 
de 1 m, el 0,05 por ciento de su energía se convierte en un pulso sonoro 
de duración 0,1 s. (12) Estimar el intervalo en el que puede oirse la caída 
del alfiler si la intensidad mínima que puede llegar a oirse es de 10" 
W m2. (b) En la práctica, el resultado obtenido en (a) es mucho mayor 
debido al ruido de fondo. Si en lugar de la suposición anterior se consi- 
dera que para llegar a oirse el ruido el nivel de intensidad debe ser de 
al menos 10% W /mY, estimar el intervalo en el que puede llegar a oirse 
la caída del alfiler. (Suponer en ambos casos que la intensidad es 
Pi 4rr.) 





IVEL DE INTENSIDAD 
57 * ¿Cuál es el nivel de intensidad en decibelios correspon- 
diente a una onda sonora de intensidad (a) 101 W/m? y (b) 10+ 
Wim? np 
58 e Hallar la intensidad de una onda sonora si (a) 6 = 10 dB 
y (b) B =3 dB. 
59 + El nivel acústico del ladrido de un perro es 50 dB. La inten- 


sidad de un concierto de rock es 10000 veces superior a la del ladrido 
de un perro, ¿Cuál es el nivel acústico del concierto de rock? 


A O <€< 


60 * ¿Qué fracción de la potencia acústica de un ruido deberá eli- 
minarse para disminuir su nivel de intensidad sonora de 90 a 70 dB? 


61 ee Una fuente esférica irradia sonido uniformemente en todas 
las direcciones. Á una distancia de 10 m, el nivel acústico es de 80 dB. 
(a) ¿A qué distancia de la fuente el nivel acústico es de 60 dB? (b) ¿Cuál 
es la potencia irradiada por la fuente? 


62 ee Marta y Hugo están sentados en lados opuestos de la grada 
de un circo cuando un elefante emite un sonido fuerte. Si Marta detecta 
un nivel de intensidad de 65 dB y Hugo sólo 55 dB, deducir el cociente 
de las distancias entre Hugo y el elefante y Marta y el elefante. 


63 es Tres fuentes sonoras producen unos niveles de intensidad de 
70,73 y 80 dB cuando actúan separadamente. Cuando actúan juntas, las 
intensidades de las fuentes se suman. La intensidad resultante es la 
suma de las intensidades individuales. (1) Hallar el nivel de intensidad 
sonora en decibelios cuando las tres fuentes actúan simultáneamente. 
(b) Estudiar la utilidad de eliminar las dos fuentes menos intensas con 
objeto de reducir el nivel de intensidad del ruido. 


64 e* Demostrar que si dos personas están a diferente distancia de 
una fuente sonora, la diferencia entre los niveles de intensidad que lle- 
gan a las personas es siempre la misma, independientemente de la po- 
tencia de la fuente emisora. 


65 **e* Todas las personas que han acudido a un cocktail se encuen- 
tran hablando igual de ruidosamente. Si sólo estuviese hablando una 
persona, el nivel de sonido sería de 72 dB. Calcular el nivel de sonido 
cuando las 38 personas hablan a la vez. 


6 **.*. Cuando un violinista mueve su arco sobre una cuerda, la 


fuerza que ejerce es pequeña, del orden de 0,6 N. Supongamos que el 
arco se mueve a través de la cuerda “la”, que vibra con una frecuencia 
de 440 Hz a 0,5 m/s. Un oyente a 35 m del músico oye un sonido de in- 
tensidad 60 dB. ¿Cuál es el rendimiento de la transformación de la ener- 
gía mecánica de la pulsación en energía sonora? (Suponer que el sonido 
se irradia uniformemente en todas las direcciones.) 


67 "++ Elnivel de ruido en un aula vacía donde se va a realizar un 
examen es de 40 dB. Cuando 100 alumnos se encuentran escribiendo su 
examen, los sonidos de las respiraciones y de las plumas escribiendo 
sobre el papel elevan el nivel de ruido a 60 dB. (No tener en cuenta los 
carraspeos ocasionales.) Suponiendo que la contribución de cada 
alumno a la potencia de ruido es la misma, calcular el nivel de ruido 
cuando sólo quedan 50 alumnos en el aula. "*=wP 


ONDAS EN CUERDAS CON CAMBIOS 
DE VELOCIDAD 





68 e Untrozo de cuerda de 25 g de masa y 3 m de longitud se ata 
a un cordel de 4 m y 75 g. La combinación se somete a una tensión de 
100 N. Si un pulso transversal parte de la cuerda menos densa, deter- 
minar los coeficientes de reflexión y transmisión en el punto de unión. 


69 * Considerar una cuerda tensa cuya masa por unidad de lon- 
situd es u, y que transporta pulsos que inciden sobre el punto de unión 
con una segunda cuerda de densidad lineal de masa ¿,. (a) Demostrar 
que si 1, = 4,, el coeficiente de reflexión es O y el de transmisión es 1. 
(b) Demostrar que si 4, => u,, entonces p tiende a —1 y 7 tiende a 0. 
(c) Demostrar que si 4, < u,, 1 tiende a l y 7 tiende a 2. 3pP 


70 «e Verificar la validez de la ecuación 15.36, 1 = +? + (v,fo,)r”, 
sustituyendo las expresiones de los coeficientes, 


m  **e Considerar una cuerda tensa cuya masa por unidad de lon- 
gitud es 11 y que transporta pulsos de la forma y = fix — v,f) que inci- 
den sobre el punto P donde la cuerda se conecta a una segunda cuerda 
de densidad lineal de masa ¡1,. Deducir la ecuación 15.36 igualando la 
potencia incidente en el punto P con la suma de potencia reflejada más 


la transmitida en el punto P. 


EFECTO DOPPLER 
A A A 


En los problemas 72 al 75 considerar que la fuente emite un 
sonido de 200 Hz que se mueve por el aire en reposo con 
una velocidad de 343 m/s 


72 * La fuente se mueve con una velocidad de 80 m/s respecto al 
aire en reposo hacia un observador estacionario. (a) Hallar la longitud 
de onda del sonido en la zona entre la fuente y el observador. (b) Hallar 
la frecuencia oída por este último. 


73 * Considerar el caso del problema 72 a partir del sistema de re- 
ferencia en que la fuente está en reposo. En este sistema, el observador y 
el aire se mueven hacia la fuente (en reposo) con una velocidad de 80 m/s. 
(41) ¿Cuál es la velocidad del sonido desde la fuente al observador en este 
sistema? (b) Hallar la longitud de onda del sonido en la zona entre la 
fuente y el observador, (c) Hallar la frecuencia percibida por el observador. 


74 e La fuente se mueve con una velocidad de 80 m/s alejándose 
del observador estacionario. (2) Hallar la longitud de onda de las ondas 
sonoras en la zona entre la fuente y el observador. (b) Hallar la frecuen- 
cia 0ída por este último. 


75 * El observador se aleja a una velocidad de 80 m/s respecto al 
aire en reposo hacia la fuente estacionaria. ¿Cuál es la frecuencia oída 
por el observador? 


76  ** PÓNGALO EN SU CONTEXTO Usted ha ido a ver el aterrizaje 
de una lanzadera espacial. Poco antes del aterrizaje, la lanzadera se 
mueve a un Mach 2,5 a una altitud de 5000 m. (a) ¿Cuál es el ángulo que 
la onda de choque forma con la trayectoria de la lanzadera? (b) ¿A qué 
distancia se encuentra usted de la lanzadera en el instante en que oye la 
onda de choque suponiendo que la dirección del movimiento pasa 
sobre su cabeza manteniendo constante su altitud a 5000 m2? 


77 — ** APLICACIÓN A LA INGENIERÍA El detector de neutrinos ja- 
ponés SuperKamiokande es un tanque de agua del tamaño de un edifi- 
cio de 14 pisos. Cuando los neutrinos colisionan con los electrones en el 
agua, la mayor parte de la energía de los neutrinos se transfiere a los 
electrones. Como consecuencia, los electrones se mueven por el tanque 
a velocidades próximas a c. El neutrino es detectado debido a la onda 
de choque que se produce, llamada radiación Cerenkov, cuando los 
electrones se mueven a velocidades superiores a la de la luz en el agua. 
si el ángulo máximo del cono de la onda de choque de Cerenkov es de 
48,23, ¿cuánto vale la velocidad de la luz en el agua? 


78 ++. APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO Un dispositivo de radar emite microondas con una frecuencia 
de 2,00 GHz. Cuando las ondas se reflejan en un coche que se aleja fron- 
talmente del emisor, se detecta una diferencia de frecuencia de 293 Hz. 
Determinar la velocidad del coche. 


79  ** APLICACIÓN A LA INGENIERÍA, PÓNGALO EN SU CON- 
TEXTO De forma rutinaria se utiliza el efecto Doppler para medir la 
velocidad del viento en una tormenta. Una estación meteorológica 
utiliza un radar de 625 MHz de frecuencia. Las ondas producidas por 
el instrumento se reflejan en las gotas de lluvia de una tormenta si- 
tuada a 50 km de la estación y cuando llegan de nuevo a la estación 
meteorológica su frecuencia es 325 Hz mayor. Suponiendo que el 
viento se dirige hacia la antena del radar y que el instrumento única- 
mente mide el componente radial de la velocidad, ¿a qué velocidad 
sopla el viento? Ayuda: el radar sólo puede medir la componente de la velo- 
cidad del viento que va en la dirección radial. “eye 


go  ** APLICACIÓN A LA INGENIERÍA Un destructor que se en- 
cuentra en reposo está equipado con un sonar que envía pulsos sono- 
ros de 40 MHz. El buque recibe pulsos reflejados por un submarino 
que se encuentra directamente debajo con un retraso de tiempo de 80 
ms y una frecuencia de 39,958 MHz. Si la velocidad del sonido en el 
agua del mar es de 1,54 km/s, (4) ¿a qué profundidad se encuentra el 
submarino? (b) ¿Cuál es su velocidad vertical? 
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81 e* Una unidad de radar de la policía transmite microondas de fre- 
cuencia 3 X 10% Hz, La velocidad de estas ondas en el aire es 3 x 10 m/s. 
Supóngase que un coche se aleja de esta unidad de radar a una veloci- 
dad de 140 km/h. (2) ¿Cuál es la diferencia de frecuencia entre la señal 
transmitida y la señal recibida del coche? (b) Suponer que el coche de la 
policía se mueve a 60 km/h en la misma dirección que el otro coche. 
¿Cuál es la diferencia de frecuencias entre las señales emitidas y detec- 
tadas? 


82 +» APLICACIÓN BIOLÓGICA, PÓNGALO EN SU CONTEXTO En 
la medicina moderna, el efecto Doppler se emplea rutinariamente para 
medir la velocidad y dirección del flujo sanguíneo en las arterias y 
venas. Supongamos que se emplea un sonido de 50 Hz para determinar 
la dirección del flujo sanguíneo de una zona donde puede haber un obs- 
táculo que invierta el sentido de la circulación sanguínea. Si el aparato 
emite ultrasonidos en la dirección teóricamente correcta del movi- 
miento de la sangre y detecta un sonido de frecuencia inferior a 50 Hz, 
(4) ¿la sangre retrocede o sigue en la dirección correcta? (b) Estimar la 
precisión en la medida de la diferencia de frecuencias (emitida menos 
detectada) que permita medir velocidades inferiores a 1 mmfs. 
suponer que la velocidad de propagación del sonido en la sangre es la 
misma que en el agua. 


83 ++ Un foco sonoro de frecuencia f, se mueve con velocidad 1, 
respecto al aire en reposo hacia un receptor que se mueve con velocidad 
1, respecto al aire en reposo alejándose del foco, (a) Escribir una expre- 
sión para la frecuencia recibida f. (b) Utilizar la expresión aproximada 
(1 — x)" =1 + xy para demostrar que si tanto 11, como 1, son pequeñas 
en comparación con v, la frecuencia recibida es, aproximadamente, 


| le 
1 (1), 


donde 11, = 1, — 4, es la velocidad relativa entre la fuente y el recep- 
tor. EE 


84 e* Para estudiar el efecto Doppler, usted toma un dispositivo 
generador de sonido de 262 Hz sujetándolo con el brazo extendido (1 m 
de longitud) y sus oídos detectan un sonido de 80 dB. Después, decide 
dejar caer el dispositivo dentro de un pozo muy profundo. Mientras va 
cayendo oye el sonido que va emitiendo. Tras 5,5 s de caída, ¿qué fre- 
cuencia oirá? 


85 *«* Un globo arrastrado por un viento de 36 km/h emite un so- 
nido de 800 Hz cuando se aproxima a un gran edificio. (a) ¿Cuál es la 
frecuencia del sonido percibido por un observador asomado en una 
ventana de este edificio? (b) ¿Cuál es la frecuencia del sonido reflejado 
que escucha un viajero del globo? 


86 *+* Un coche se aproxima a una pared reflectora, Un observador 
inmóvil situado detrás del coche escucha un sonido de frecuencia 
/45 Hz procedente de la bocina del coche y un sonido de frecuencia 
$863 Hz procedente de la pared. (1) ¿Cuál es la velocidad del coche? 
(b) ¿Cuál es la frecuencia de la bocina? (c) ¿Cuál es la frecuencia escu- 
chada por el conductor del coche, procedente de la reflexión del sonido 
en la pared? 


87 ** La conductora de un coche que viaja a 100 km/h hacia un 
acantilado vertical hace sonar brevemente la bocina. Exactamente un se- 
gundo después, ella escucha el eco y observa que su frecuencia es de 
840 Hz. ¿A qué distancia del acantilado se encontraba el coche cuando 
la conductora hizo sonar la bocina y cuál es la frecuencia del sonido 
emitido? 


88 +* Una persona en un vuelo transatlántico viaja hacia el oeste a 
800 km/h. Un Concorde que vuela con velocidad Mach 1,6 se encuen- 
tra a 3 km al norte del primer avión y su rumbo es también este-oeste. 
¿Cuál es la distancia entre los dos aviones cuando desde el vuelo tran- 
satlántico se oye el estampido sónico producido por el Concorde? 





532 CAPÍTULO 15 Movimiento ondulatorio 


sg "** Se ha usado el telescopio espacial Hubble para determinar la 
existencia de planetas de estrellas lejanas. Cuando un planeta está en ór- 
bita alrededor de una estrella, ésta experimenta un movimiento con el 
mismo periodo que la órbita del planeta. Por esta causa, la luz procedente 
de la estrella presenta un desplazamiento Doppler también periódico, 
Estimar la longitud de onda máxima y mínima que tiene la luz de 500 nm 
de frecuencia nominal emitida por el Sol como consecuencia del desplaza- 
miento Doppler producido por el movimiento del 501 debido a Júpiter. 


PROBLEMAS GENERALES 





90 e Enel instante t = 0, la forma de un pulso de onda en una 
cuerda viene dada por la función y(x, 0) = 0,120 m*/((2,00 m) + 1%), en 
donde x está en metros. (2) Dibujar y(x, 0) en función de x. (b) Expresar 
la función de onda y(x, f) en un instante £ cualquiera si el pulso se está 
moviendo en el sentido positivo de las x con una velocidad de 10 m/s 
y (c) si se está moviendo en el sentido negativo de las x con una veloci- 
dad del mismo valor. 

91 * Un silbato de 500 Hz de frecuencia se mueve en una circun- 
ferencia de 1 m de radio a 3 rev/s. ¿Cuáles son las frecuencias máxima 
y mínima oídas por un observador estacionario situado en el plano del 
círculo y alejado 5 m de su centro? "38pp 

92 * Las olas del mar se mueven hacia la playa con una velocidad 
de89m/s y con una separación entre crestas de 15,0 m. Nos encontramos 
en un pequeño bote anclado junto a la costa. (1) ¿Cuál es la frecuencia de 
las olas del mar? (b) 5e eleva el ancla y nos movemos hacia el mar con una 
velocidad de 15 m/s. ¿Qué frecuencia de olas se observará entonces? 


93 e* Un alambre de 12,0 m y masa 85 g se estira bajo una tensión 
de 180 N. En el extremo izquierdo del alambre se genera un pulso y 25 
milisegundos más tarde se genera un segundo pulso en el extremo de- 
recho del alambre. ¿Dónde se encontrarán los dos pulsos? 


394 es Determinar la velocidad de un coche cuya bocina, al pasar al 
lado de un receptor parado, disminuye su frecuencia un 10 por ciento. 
Es decir, si la caída de frecuencia entre el acercamiento y el alejamiento 
es del 10% 


95 «* Unaltavoz con un diafragma de 20 em de diámetro vibra 
con una frecuencia de 800 Hz y una amplitud de 0,025 mm. 
Suponiendo que las moléculas de aire de las proximidades poseen la 
misma amplitud de vibración, calcular (4) la amplitud de la presión 
justo delante del diafragma del altavoz, (b) la intensidad del sonido 
y (c) la potencia acústica que se está radiando por la superficie fron- 
tal del diafragma. '58P 


96 ++ Una onda acústica, plana y armónica que oscila en el aire 
con una amplitud de 1 ¡um tiene una intensidad de 10 mW /m?. ¿Cuál 
es la frecuencia de la onda? 


97 e* Por un tubo de radio 5 cm fluye agua a la velocidad de 7 m/s. 
Una placa de área igual a la sección transversal del tubo se inserta súbita- 
mente en éste para detener A 

el flujo. Determinar la fuerza 7 
ejercida sobre la placa. Tomar el A 
valor de 1,4 kms para la velocidad Ea 
del sonido en el agua. (Ayuda: cuando se s 
inserta la placa, una onda de presión se propaga 

a través del agua a la velocidad del sonido, v_. La 
masa de agua detenida en el tiempo At es la contenida 
en una longitud del tubo igual a v, At.) 


98 «+ En la figura 15.33, se representa el es- 
quema de la realización de una fotografía de 
alta velocidad que mediante un flash y una 





máquina captura la imagen de una bala ¿e 
rompiendo una burbuja de jabón. La A 
onda de choque producida por la se erátono 


bala se detecta mediante un e pa 
micrófono,  colo- 
cado en una guía 
paralela a la trayec- FIGURA 15.33 Problema 98 








toria de la bala. El micrófono dispara el flash y la máquina. Si la bala se 
mueve a 1,25 veces la velocidad del sonido y la distancia vertical entre la 
guía y la bala es de 0,35 m, ¿a qué distancia por detrás de la pompa de 
jabón hay que colocar el micrófono para que accione el disparador de la 
máquina? (Supóngase que el flash y la máquina se accionan inmediata- 
mente después de que el micrófono detecte la onda de choque.) 


39 ese Una tropa bien entrenada mantiene el paso escuchando la 
banda de música que está situada a la cabeza de la columna. La música 
se lleva a un ritmo que corresponde a 100 pasos por minuto. Una cámara 
de televisión muestra que sólo la tropa que está en la cabeza de la co- 
lumna y la que está en su parte posterior lleva realmente el paso. Los sol- 
dados de la sección intermedia se encuentran adelantando el pie 
izquierdo cuando los que componen los otros dos grupos mencionados 
están adelantando el pie derecho. La tropa está tan bien entrenada que, a 
pesar de esto, están seguros de que llevan el paso de acuerdo con la mú- 
sica. Explicar el origen del problema y calcular la longitud de la columna. 


10  ** APLICACIÓN BIOLÓGICA Un murciélago que vuela hacia un 
obstáculo a 12 m/s emite pulsos sonoros breves y de alta frecuencia con 
una frecuencia de repetición de 80 Hz. ¿Cuál es el intervalo de tiempo 
entre los pulsos de eco oídos por el murciélago? 


101 e* De forma rutinaria, se envían rayos de luz láser hacia la Luna 
para determinar la distancia Tierra-Luna. Sin embargo, para determinar la 
distancia con la máxima exactitud, debe tenerse en cuenta que la velocidad 
de la luz en la atmósfera terrestre es el 99,997 por ciento de la velocidad de 
la luz en el vacío. Suponiendo que la atmósfera de la Tierra tiene un espe- 
sor de 8 km, estimar qué cambio en la distancia supone la corrección. 


12  ** Un diapasón unido a un alambre tenso genera ondas transver- 
sales. La vibración del diapasón es perpendicular al alambre. Su frecuen- 
cia es de 400 Hz y su amplitud de oscilación es de 0,50 mm. El alambre 
tiene una densidad de masa lineal de 0,01 kg/m y está sometido a una ten- 
sión de 1 kN. Se supone que no hay ondas reflejadas en el extremo de la 
cuerda. (1) Hallar el periodo y frecuencia de las ondas en el alambre. 
(b) ¿Cuál es la velocidad de las ondas? (c) ¿Cuál es la longitud de onda y 
el número de ondas? (4) Escribir una función de onda adecuada para las 
ondas sobre el alambre. (e) Calcular la velocidad y aceleración máximas de 
un punto del alambre. (f) ¿A qué potencia media debe suministrarse ener- 
gía al diapasón para mantenerlo oscilando con amplitud constante? 


13 **+* Una cuerda larga con una masa por unidad de longitud de 0,1 
kg. 'm está bajo una tensión constante de 10 N. Un motor en el punto x = 0 
impone a este extremo de la cuerda un movimiento armónico a 5 oscila- 
ciones por segundo y una amplitud de 4 cm. (2) ¿Cuál es la velocidad de 
la onda? (b) ¿Cuál es la longitud de onda? (c) ¿Cuál es el momento lineal 
transversal máximo de un segmento de 1 mm de la cuerda? (4) ¿Cuál es la 
fuerza máxima neta ejercida sobre un segmento de 1 mm de la cuerda? 


14 *.*e En este problema hay que deducir una expresión para la 
energía potencial de un segmento de una cuerda por el que se propaga 
un tren de ondas (figura 15.34). La energía potencial de un segmento es 
igual al trabajo realizado por la tensión al estirar la cuerda, de valor 
AU = FE, (Af — Ax), donde F, es la tensión, Af la longitud del segmento 
estirado e Ax su longitud original. Utilizar el desarrollo del binomio 
para demostrar que Al — Ax =5(Ay/AxP? Ax, y por lo tanto 
AU =¿F r(Ay/Ax) Ax. (b) Calcular dy/ó0x a partir de la función 
yíx, t) = Aseníkx — wt) (ecuación 15.15) y demostrar que 
AU =3F,K AlcosUkx — ct) Ar. 


Al = Y (Ax? + (Ay? = Ar[1 + (Ay/AxPI'” 





FIGURA 15.34 Problema 104 


